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B.G2 E. CARTAN. 

avons appelé les p^ — ions, formés de p^ unités ^^y satisfaisant aux relations 

Si un tel système 2' peut être regardé comme résultant du prolon- 
gement d'un système réel, les unités c^j de 2' seront p^ combinaisons li- 
néaires à coefficients réels ou imaginaires des unités ^,, r^, . . ., Cp-- du sys- 
tème réel S. 

Si une de ces unités ne fait pas partie de 2, nous dirons qu'elle est une 
unité imaginaire^ et alors il y aura dans 2' Tunité imaginaire conjuguée. 
Autrement dit, si Ton a 

le nombre 

{jri — ix\ )e, -f- (^,— £>', )ejH-. . . 

fera i)artie de S' et sera dit imaginaire conjugué de eij. Il est clair que, 
si Ton change les unités de S, deux nombres imaginaires conjugués de 2' 
ne cessent pas d'être imaginaires conjugués. 

78. Cela étant, supposons que l'équation caractéristique de 2, qui 
admet en général p racines distinctes, puisse, pour des valeurs réelles do 
x^ , Xa, . . ., x^s admettre un certain nombre de racines réelles et soit /; — 2 y 
le nombre maximum de ces racines réelles. 

Il y a trois cas à distinguer, suivant que q est nul, que q est positif et 

inférieur à - et, enfin, que q est égal à - • 

Supposons d'abord que q soit nul. Alors pour un certain nombre u de 1 
l'équation caractéristique a ses p racines réelles et distinctes. Ce nombre, 
considéré comme appartenant à 2', peut toujours être supposé de la forme 

Or les racines de l'équation caractéristique de 2 sont, pour un nombre 
donné, les mêmes que celles de 2'. Mais pour le nombre u de 2', ces ra- 
cines sont X,,X2, ...,X^. Il en résulte d'abord que ces/? quantités sont 
réelles. De plus, l'ensemble des nombres x de 2, pour lesquels on a 

UX r= XiO*, 

est compris dans l'ensemble des nombres de 2' qui satisfont à cette même 
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EXPOSÉ ET DISCUSSION 

l)i:S riUNCIPALES EXPÉRIENCES 



FAITES 



SUR LES PHÉNOMÈNES DE TORSION, 



PAR M. II. DOUASSE, 

Professeur à la Ea(?ullé des Sciences de Toulouse 



Le nombre des expériences faites sur les phénomènes de torsion est con- 
sidérable. Malheureusement, beaucoup d'entre elles prêtent à la criti(|ue; 
la technique expérimentale est encore rudimentaire, bien que la définition 
et la continuité des forces agissantes aient une importance particulière. La 
([ueslion est pourtant suffisamment avancée pour qu'il soit opportun de ne 
plus se contenter d'approximations grossières et d'employer toutes les res- 
sources de l'art expérimental moderne. 

De plus, il s'est introduit une nomenclature et des expressions imagées 
(hystérésis, accommodation, effets élastiques tardifs, effets d'ébraidemenl, 
fatigue d'élasticité) dont le moindre défaut est de ne rien signifier du loul 
et le pire de servir trop souvent d'explication. 

\ous nous proposons de faire, non un histori([ue complet de la (pieslion, 
mais le bilan de nos connaissances actuelles et de leurs lacunes; aussi ne 
parlerons-nous que des principaux parmi les Mémoires les plus modernes. 
Laissant de côté Coulomb et Wertheim, malgré la valeur de leurs travaux. 
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n. DOUASSE. 



nous citerons les séries de Mémoires de Wiedemann (Pogg. Ann.y t. (]VI ; 
Wicd, Ann., t. VI); Tomlinson (Phil. Trans., 1886-1887); Kohlraiisch 
{Pogg. Ann. y t. CXIX, CXXVIII, CLVIII); Cantone (Nuoi'o Cimento, 
t. XXXV, 1. 1, II, IV). 

Xous renverrons parfois à un Mémoire personnel, publié en août i8()7 
dans les Annales de Physique (paru comme Thèse en janvier 189'-). 

Nous ne nous occuperons pas des théories proposées, non qu'il n'en existe 
de très remarquables; mais jusqu'à présent elles sont restées loin derrière 
l'expérience. Les propriétés des corps dépendent à chaque instant de toutes 
les modifications antérieures, d'où des difficultés mathématiques presque 
insurmontables dont on ne s'est tiré que par des hypothèses trop simpli- 
ficatrices. Nous n'avons pas l'idée de diminuer la valeur de ces essais qui 
acheminent au but, mais ne peuvent servir de guide à l'expérimentateur. 
D'ailleurs, il importe d'être fixé sur la cinématique d'un phénomène avant 
d'en discuter la dynamique (*). 

Enfin nous bornerons notre étude aux phénomènes de torsion ; comme on 
le sait, ceux de flexion satisfont aux mêmes lois. 



PARCOURS A VITESSE NULLE. 



Pour simplifier notre exposé, admettons d'abord que les parcours se font 
à température constante, à tension constante, à magnétisme constant, etc., 
et que la variable unique est Tangle de torsion a compté à partir d'une ori- 




gine arbitraire. Il faut détermineil lc| mode de variation G = 9(a) du 
couple C, lorsque a varie suivant une/lpi quelconque en fonction du temps, 
a =zf(t). Nous représentons les phénomènes sur un plan, en prenant a et 



(*) Ceci était écrit avant la publication des récents et remarquables travaux de M. Bril- 
louin. 
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G pour coordonnées, et appelons coejfficient de torsion en un point le 
quotient y = -j-- 

Ce quotient peut prendre en tout point du plan des valeurs quelconques 
entre — ao et -+- x). Pour le parcours ABCD {fig. i) par exemple, y est nul 
en B, atteint — oo en C, passe brusquement à -f- x) et décroît ensuite jus- 
qu'à o (point E) et — oc (point F), Sa valeur est donc a /?r/o7Y indéter- 
minée en tout point du plan : elle dépend des parcours antérieurs. 

Limitons le problème, en supposant les parcours effectués <i vitesse nulle : 
ce qui est évidemment un cas limite analogue à celui des cycles réversibles 
en Thermodynamique. On doit alors distmguer deux sortes de passages en 
tout point B du plan {fig* 2). Ou bien le parcours traverse le point B 




a« 



(courbe 1 ) ; y est a /?77077 complètement indéterminé et dépend des parcours 
antérieurs. Ou bien on s'arrête au point B (courbe 2), et l'on repart de ce 
point en retournant vers les azimuts d'où l'on arrive ; alors le point anguleux B 
est dit origine de la courbe de torsion BC. La tangente d'arrivée en B sui- 
vant AB dépend des parcours antérieurs; la tangente de retour suivant BC, 
tangente à l'origine d'une courbe, a une direction invariable, caractéristique 
du métal employé : y prend la valeur typique F. Pour le parcours à vitesse 
nulle, le long des courbes de torsion, y reste toujours positif et varie ^e sa 
valeur maxima F à l'origine, à une valeur minima comprise entre F et o. 

On peut faire à ces propositions l'objection suivante : puisque, pour faire 
apparaître F, les parcours doivent s'effectuer à vitesse nulle et que, d'autre 
part, cette manière d'opérer est purement théorique, peut-on, par quelque 
artifice, trouver expérimentalement la valeur de F, les vitesses de torsion 
restant quelconques? 

L'expérience montre qu'en tout point du plan, quelles que soient les vi- 
tesses employées, si l'on décrit de petits cycles entre azimuts constants et 
distants de Aa, le quotient moyen AC/Aa sur une courbe ascendante 
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(|A(]|>o)ou descendante (|AC,-<o) se rapproche d'aulanl plus de la 
valeur lypicpie F que le parcours (\st plus pelit, qu'il est répété un plus 
}4rand nombre de fois, que les couples auxquels il correspond sont plus 
pelilsen valeur absolue. Si ces conditions sont mal réalisées, AC/Aa dillére 
de r généralement par excès sur les courbes descendantes, par défaut sur 
les courbes ascendantes. 1^'expérience montre de plus que, si, arrivé en un 
point avec une vitesse quelconque, on arrête un temps suffisanl, la langent(*, 
à Torigine de la courbe de retour elTectuée avec une vitesse (pielconque, a 
rinclinaison caractéristique. 

En un point quelconque d'une courbe de torsion, y dillére de F; il est 
expérimentalement vain de chercher dans la valeur de y «^ f<iire la part des 
actions élastiques de la molécule et des forces de liaison des molécules entre 
(dles, ou, d'une manière générale, de donner aux couples de lorsion deux 
origines différentes. Théoricpiement, la distinction est légitime et a été faite 
par Coulomb, le premier, en vertu de cette remanpie : que Ton peut faiie 
varier considérablement la forme des courbes de torsion par certain(»s ac- 
tions telles que le recuit, sans toucher à la valeur de la constante F carac- 
téristique du métal. 

i»Aiu:oLï\s A vrrKssE mllk i:t typioiks. 

Les courbes de torsion à vitesse nulle ont donc en leurs origines une tan- 
gente de direction invariable : il s'agit d'en déterminer la forme entière. 
Nous allons d'abord le faire dans le cas particulier où elles limitent des 
cvcles fermés. 

Un cycle se compose des deux parcours effectués en sens contraires; il est 
défini par la condition que les origines des deux parcours correspondent à 
deux couples donnés C, et C^, ou à deux azimuts donnés a, et a^. Mais, si 
Ton part du couple C, par exemple, qu'on aille au couple C^ et qu'on re- 
vienne au couple C,, ce n'est généralement pas au point de départ (jue 
l'on aboutit; le cycle n'est pas fermé. 

Cependant, si l'on répète l'opération un certain nombre de fois, il tend 
à se fermer. Les courbes qui le limitent tendent vers des positions et des 
formes asynq^totiques : on peut dire qu'elles se fixent dans le plan. .Nous 
étudierons plus loin la manière suivant laquelle se fait cette immobilisation 
des parcours. Le cycle une fois fermé, il est clair qu'il se trouve à la fois 
parcouru entre couples et entre azimuts invariables; ses extrémités sont 
tixes, il est lui-même //.re dans le plan. 
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Il s'agit maintenant de résumer les principales expériences connues en 
quelques formules qui en soient l'équivalent logique. La vcrilc de ces pro- 
positions n'est pas ici en discussion : dans l'immense quantité de matériaux 
de très inégale valeur que les physiciens ont à leur disposition, il n'y a pas 
d'autre moyen de faire le départ de ce qui est acceptable cl de ce qui ne 
l'est pas, que de prouver entre ces résultats des contradictions logiques, 
et ceci n'est possible qu'à la condition de les grouper sous des formules 
générales. La découverte de ces formules est d'une importance capitale, 
parce qu'elles précisent les discussions à venir et suggèrent les expériences. 

Parmi ces propositions, l'une des plus importantes est celle de l'identité 
des courbes limites des parcours énoncée par M. Brillouin dès 1896 et dont 
on va développer les conséquences. 

Soit {fig- 3) un cycle fermé ABCD. Voici les propositions que l'expé- 
rience suggère : 

1° Quels que soient les couples C, et C, qui correspondent aux extré- 





mités, les courbes ABC et CDA sont superposables à partir de leurs ori- 
gines; c'est-à-dire que, pour tracer ces courbes, on peut employer une même 
équerre courbe malcriclle OMlN (Jtg. 3'). Pour tracer ABC par exemple, 
on amène le point O sur l'origine A, on place horizontalement le côté OM. 
Pour tracer CDA, on tourne l'équerre de 180", on amène le point O en 
C, et l'on place horizontalement le côté OM. Si donc on transporte les 
axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes et qu'on amène leur inter- 
section à coïncider avec l'origine des courbes de torsion, les courbes ABC 
et CDA satisfont à l'équation unique C = *(«). Bien entendu, quand 
on passe du point A (origine de ABC) au point C (origine de CDA), le 
système des axes doit tourner de 180°. Nous dirons que les courbes qui li- 
mitent un cycle fermé sont typiques ou caractéristiques, et nous surmon- 
terons d'un point la lettre qui indique leur origine. 

Fae. de T. — XII. A. 2 



A.IO H. BOUASSE. 

2" Décrivons le parcours ABC — CD, arrclons-nous en D, puis revenons 
sur nos pas; la courbe de retour DrfC est typique et repasse naturellement 
par le point C. Donc, si un parcours I est typique entre deux couples C, et 
Co, tout parcours II ayant son origine sur le parcours I est typique jusqu'à 
son croisement avec le parcours I. 

ii*' Sur le nouveau parcours II, arrêtons-nous au point K et rebroussons 
chemin; d'après la règle précédente, nous revenons en D, suivant Èeï). A 
partir du croisement D, la courbe E^D ne reste pas typique suivant D/. 
il y a un point anguleux, et Ton continue suivant DA, c'est-à-dire suivant 
la dernière courbe typique qui a traversé le point D sans s'y arrêter. 

4^ Cette règle ne suffit pas à déterminer tous les parcours. En effet, sup- 
posons que, le cycle primitif une fois fermé, on décrive 

kUC - CD - li^E - Éel) — I)^E; 

nous voici au point E qui n'a jamais été traversé par une courbe typique. 
iSous admettrons que l'on continue suivant EC, c'est-à-dire suivant la voie 
qu'on aurait suivie la première fois si Ton ne s'était pas arrêté en E. 
5** Mais voici un cas plus compliqué : décrivons 

ABC - CI) - D^E - ÉeG - G l'E. 

La règle précédente ne nous dit plus où nous irons; car non seulement E(] 
n'a pas été parcourue effectivement, mais encore nous ne nous présentons 
plus en E suivant une courbe ayant son origine sur les courbes qui limitent 
le cycle fermé. On est conduit à généraliser la règle 3** et à admettre qu'il 
existe en E un point anguleux sur la courbe G^E, et qu'elle se continue 
par la courbe EC, c'est-à-dire par la courbe typique la plus inclinée parn)i 
celles qui se sont arrêtées au point E. C'est celle dont Torigine est (en 
couples) la plus éloignée possible du point E et, par conséquent, se trouve 
sur CDA. 

G^ Quelle que soit la position dans le plan de la bande CjC^, la courbe 
typique C = $(a) reste la même. Donc, si l'on ferme un cycle entre un 
couple positif et un couple négatif les plus grands qu'il soit possible en va- 
leur absolue, les parcours se trouvent tous définis dans la région accessible 
du plan. Ils se composent de portions complètement déterminées de la 
courbe C = ^(a) ou, si Ton veut, peuvent se tracer au moyen d'une équerre 
unique courbe OMN (/Is^- 3'). 

Ces hypothèses ont des conséquences importantes. Soit ABC — CDA le 
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cycle fermé. On ne peut pas sortir de Taire ABCD; car chaque fois que, 
suivant une courbe EeD, on essaye de franchir une des courbes limites, on 
est forcé de continuer sur elle. 

A rintérieur de cette aire tous les parcours sont complètement déter- 
minés. 

Par tout point E de cette aire, on peut faire passer une infinité de 
courbes typiques; on peut aussi traverser ce point d'une infinité de ma- 
nières sur ces courbes y présentant un point anguleux. 

La valeur maxima des y en ce point, sur ces courbes, est F; la valeur 
minima correspond aux deux courbes typiques passant en E dont les ori- 
gines sont sur les courbes limites du cycle fermé. 

Un cycle étant fermé entre deux couples C, etCj : soient deux couples C;, 
et C;,, compris entre C, et Ca; on peut, entre ces couples et à l'intérieur 
de l'aire ABCD, fermer une infinité de cycles identiques entre eux et qui 
ne diffèrent que par leur position dans la bande C, C^. Chaque cycle peut 
être obtenu de deux manières. 

Quelle confiance peut-on avoir dans ces règles? 

D'abord ce sont des lois limites. Ce n'est pas une de leurs moindres sin- 
gularités que cette indépendance de la forme des courbes et de la position 
de leur origine : en particulier, la position de cette origine, par rapport au 
couple nul, n'intervient pas. Mais cette indépendance est plus apparente 
que réelle; en premier lieu, les règles impliquent une vitesse nulle; en se- 
cond lieu, elles impliquent un cycle fermé, et cette dernière condition est 
d'autant moins satisfaite que la bande où l'on veut fermer le cycle est plus 
large et plus éloignée du couple nul. 

Même envisagées comme lois limites, sont-elles rigoureuses? A la vérité 
elles sont très approchées et toutes hypothèses plus simples sont fausses. 
Cependant il se pourrait que la forme de la courbe typique dépende un 
peu de la position de l'origine (voir notre Mémoire, § XIV), de la largeur 
et de la position de la bande où le cycle a été fermé. 

Pour décider la question il faut de nouvelles expériences où toutes les 
précautions de continuité, de définition pour les parcours, de constance 
pour la température, se trouvent réalisées. 

Enfin reste à expliciter la forme typique C = $(a). Elle est approxima- 
tivement représentée par l'équation suivante, due à M. Brillouin : 

C 
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La courbe, d'abord presque recliligne au dél)ut, s'inflécliît ensuite rapi- 
dement. 

Les régies précédentes sont en parfait accord avec les résultats de 
M. Wiedemann et avec ceux que M. Cantone a retrouvés pour la flexion et 
pour la torsion. Les expériences de ces savants sont loin de satisfaire aux 
conditions imposées; leurs appareils sont rudîmcntaires et leur technique 
imparfaite. De s'accorder avec les lois précédentes n'est peut-être pas pour 
leurs expériences une preuve de grande précision, puisqu'ils ne respectent 
pas les restrictions qui limitent Tapplicalion de ces lois. 

L'appareil de M. Wiedemann permet de produire un couple donné et ses 
expériences consistent seulement à déterminer, non les courbes entières 
C — 9(a), mais scuiemenl leurs extrémités ; les vitesses de torsion c = -r 
ne sont pas définies, les torsions sont produites par des poids appliqués 
d'une façon discontinue mais sans choc. L'appareil de M. Cantone est celui 
de M. Wiedemann avec des modifications insignifiantes; il détermine plu- 
sieurs points de la courbe de torsion, ce qui est un progrès, mais passe d'un 
point à l'autre d'une manière discontinue, non déterminée, en appliquant 
encore des couples sous forme de poids. Toutefois les expériences de 
M. Wiedemann sont faites avec une telle habileté qu'il a faitrendre du pre- 
mier coup à sa métliode tout ce qu'elle pouvait donner. 

Fig. 4- 




Voici d'abord la terminologie de M. Wiedemann {fig- 4)- 

Partons du point A origine des coordonnées : décrivons le parcours AB, 

puis revenons suivant BA'. Les angles A^ et AA' sont les déformations 

temporaire et permanente. 
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Continuons suivant A'B' et revenons suivant B'A" : A^' et AA" sont les 
nouvelles déformations temporaire et permanente. Ainsi ces déformations 
sont toujours comptées à partir du point fixe A. Ceci posé, voici la traduc- 
tion et la discussion des § 5 et 6 du Mémoire (Ann. Wied., t. VI), p. 485; 
ils ont trait à ce que M. Wiedcmann appelle un fil partiellement détordu : 

u Un fil est tordu dans un sens puis dans l'autre par des couples ± G^, 
jusqu'à ce que les torsions permanentes et temporaires T±,„ et P±,„ restent 
constantes. Si alors ce fil est de nouveau tordu dans le sens de la dernière 
torsion par des couples croissants, de manière que sa dernière torsion per- 
manente Pp reste constante, les différences T^— P^ sont proportion- 
nelles aux couples agissants. A peine pour de grands couples, le quotient 
Tp— P;,/GpCrolt-il légèrement. » 

Lafig. 4 donne la marche du phénomène au début. On part du point A 
et Ton fixe un cycle dans la bande comprise entre les couples égaux et de 

Cig. 5. 
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signes contraires G_,„ et G_„. Après un certain nombre d'opérations le 
cycle est fermé (voir_/(^. 5). 

Pour ce cycle fermé, d'après les définitions de M. Wiedemann : 

Ap; = T+„„ A (3 = T_„, AA'= P+„, AA'= P-„. 

Ces déformations temporaires et permanentes sont naturellement con- 
stantes, puisque, en répétant indéfiniment le cycle, on repasse toujours par 
les mêmes points. 

Cette préparation effectuée, supposons qu'arrivé en K" {fig. 5), au lieu 
de continuer le parcours, on revienne sur ses pas; on décrit, à partir du 
point A" comme origine, une courbe typique. Or, approximativement, 
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entre le couple nul el le couple G^,„, ces courbes sont rectilignes; donc, en 
quelque couple -h G^ que Ton retourne à partir du point A", on parvient 
très sensiblement en un point B"de la branche descendante B'A"; 

On retourne par suppression du couple au point A"(Ppest constant); 

Il y a proportionnalité entre la torsion A"p"= T^— P^ et le couple em- 
ployé. 

M. Wiedemann remarque que cette proportionnalité n'est qu'approchée, 
c'est-à-dire que, même sur la longueur de la courbe typique qui correspond 
à une variation de couple 5 0,;, à partir de son origine, la courbe n'est pas 
parfaitement rectiligne. 

(Au §21 de son Mémoire, il prétend que dans le parcours B'A" le fil est 
parfaitement élastique, proposition erronée et contradictoire avec la re- 
marque précédente.) 

Les nombres donnés par M. Wiedemann conduisent encore à la consé- 
(juence suivante qui montre le vice de sa terminologie. Bien que, pour le 
cycle fermé, les courbes BA'B' et B'A"B soient identiques, A^ et Ap', et, 
par conséquent, AA' et AA" ne sont pas égaux. Le milieu Odes droites 
A' A" et p^'j ne coïncide pas avec le point de départ A; les parties super- 
posables des deux courbes du cycle ne correspondent pas aux mêmes défor- 
mations temporaires et permanentes (^voir notre Mémoire, iXote du § I). 

Passons à la seconde partie de la règle. 

« Une certaine torsion P_^;„ étant obtenue par le poids G,,,, qu'on la ré- 
duise à une valeur plus petite P,, comprise entre les limites V±^ par un 
couple agissant en sens contraire. Qu'alors le fil soit de nouveau tordu par 
les couples -h G; peu à peu la torsion permanente croît de P,, à P^,,,. Qu'on 
retranche cette torsion permanente P,, de la torsion temporaire due au 
poids G, les différences T — P sont toujours les mêmes, de quelque valeur 
P;, que l'on soit parti, pourvu que cette valeur soit comprise entre les limites 
1^ et P » 

Voici la transcription de cet énoncé bizarre : dans la région du plan où 
un cycle a été formé, les courbes de torsion rapportées à leur origine ont 
une forme invariable. 

En effet, supposons {fig- 5) que le cycle BA'B' — B'A"B soit fermé au 
début de l'expérience entre les couples G^ et G_;„ et les azimuts Op, et Oj3'. 

Après avoir décrit la branche B'A"6, arrêtons-nous en b et revenons sui- 
vant ba' : la torsion permanente est devenu Aa'= P„; elle est bien com- 
prise, comme le veut l'énoncé, entre AA"= P^.,„ et AA'= P_-.. 
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Ceci fait, continuons vers les couples croissants en décrivant les boucles 
a'h'a'\ a"h"o!^^ ... dont on n'a représenté que deux. M. Wiedemann dit 
que, pour le couple G^,„, la courbe «"6" (dans la figure a!'h"^ passe par le 
point B', de sorte que la torsion permanente redevient P^;„ = AA", quand 
on supprime le couple G^,;,, et cela quel que soit le point origine b. 

C'est une conséquence nécessaire des règles énoncées. Si, au lieu de dé- 
crire d'un coup la courbe ha!h'h'\ on s'arrête en h' et si l'on décrit, à partir 
du point h\ la boucle h' a!' ^ les deux courbes qui la forment sont typiques 
et l'on revient en h' \ si alors on continue vers les couples croissants, on 
doit repartir sur la plus grande courbe typique qui se soit arrêtée en h' : 
c'est évidemment la courbe bab' et l'on parvient encore au point B'. 

L'expérience citée par M. Wiedemann est encore plus complète. Il dé- 
crit non pas une, mais quatre boucles b' a'\ b"a'\ . . . avant de parvenir au 
point B', qui se trouve coïncider avec 6'* d'après ce qui vient d'être dit. Les 
couples qui limitent ces cycles sont : en bas le couple nul, en baût les couples 

-7^, ^ii, _i£î, G,;,. Les courbes de retour b' a\ b"ar ^ . . . sont typiques. Les 

longueurs a"^', a!"^\ . . ., qui sont les T — P de M. Wiedemann, sont donc 
indépendantes de la position du point b origine du système. Enfin, puisque 
les courbes b' a"^ ... s'inflécbissent sur la gauche, les quotients 6' (Î'/^'P? ••• 
doivent décroître quand l'origine b' de la boucle se déplace vers B'. Jusqu'au 
moindre détail, les hypothèses suffisent à tout expliquer. 

Au § 6 de son Mémoire, M. Wiedemann remarque qu'un fil, qui a pris 
par des torsions répétées une torsion permanente P-Hin= AA'', éprouve de 
la part de couples — G dirigés en sens contraire du dernier couple agissant 
(-1- G,;,) des torsions temporaires plus grandes que si ces mêmes couples 

agissaient dans le sens -h G,„. En effet, lorsque venant de B'A" on con- 
tinue suivant A"B, c'est véritablement une seule et même courbe typique 
que l'on décrit. Si l'on revient sur ses pas à partir de A", c'est une nouvelle 
courbe typique que l'on recommence. 

M. Cantone, en se servant de méthodes expérimentales identiques, a na- 
turellement retrouvé pour la flexion et la torsion les mêmes phénomènes. 
La remarquable coïncidence des résultats expérimentaux et des règles 
posées n'est pas une preuve de précision pour les expériences, car, avec 
la technique de ces savants, les résultats devraient s'écarter notablement 
des hypothèses énoncées. Celles-ci doivent être d'autant moins vérifiées 
que les conditions imposées dans leur énoncé sont moins satisfaites. Aussi 
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la règle suivante, due à M. Wiedemann [règle 8 {Pogg. Ànn.^ l. CVI)], 
(jui coïncide avec elles, mais sans que les conditions imposées soient même 
approximativement réalisées, n'est plus qu'une grossière approximation. 

La torsion permanente AA' d'un fil (/ig* 6) [acquise par suite d'un par- 
cours ABA' par exemplej est portée par un couple C à la valeur A A" 

Fig. 6. 




[parcours A'B'A'J, puis à la valeur AA'" [parcours A" B" A'"] intermédiaire 
entre AA' et AA". Elle doit acquérir de nouveau la valeur AA", sous l'in- 
fluence du couple C. Peu importe que A' et A" soient à droite ou à gauche 
de A. 

En d'autres termes, c'est au point B' que, suivant M. Wiedemann, va 
passer la courbe A^'i^'B'". Or le cycle n'est pas ferme; ni B'A"B", ni 
B''A"'b'" ne sont typiques : le point d'intersection des courbes est au- 
dessous du point B' et les limitations imposées par M. Wiedemann ne l'em- 
pêchent pas. 

PARCOIRS A VITESSE MLLE, MAÏS NON TYPIQUES. 

Le problème de la forme des courbes devient immédialement plus com- 
pliqué : il est nécessaire de distinguer plusieurs cas. 

Courbe lypiquc dujil neuf. 

Prenons un fil qui n'a jamais servi ou qui vient d'être recuit à haute tem- 
pérature; supposons-le parfaitement homogène et tordons- le. La courbe 
décrite est parfaitement déterminée. Cependant elle n'a plus la forme ty- 
pique C = $(a) '- la partie rectiligne est beaucoup plus courte, l'infléchis- 
sement se produit plus tôt, presque au début. C'est donc une nouvelle 



PRINCIPALES EXPÉRIENCES KAITES SUR LES PIIÉNOMÈSES DE T0RS10^. A.I7 

courbe caractérislique que nous appellerons courbe typique du fil neuf 
et représenterons par le symbole C = *,(a). L'expérience montre que, 
pour a =: o, on a (/$, /lia ^= d^jda. = F : la tangente à l'origine de celte 
nouvelle courbe a l'inclinaison caractéristique. 

A priori celle courbe, pour répondre à sa définition, doit être décrite 
d'un coup : on part du couple nul et l'on tord indéfiniment (la rupture ne se 
produit d'ailleurs que pour des torsions énormes). Ceci fait, par aucun 
procédé, sinon le recuit, il n'est possible d'obtenir à nouveau une portion 
de cette courbe. 

On a essayé d'écarter ces restrictions : MM. Wicdemann et Cantone 
ont énoncé à plusieurs reprises comme rigoureuses des règles approchées. 
Leur appareil de mesure était à indications discontinues et leur technique 
[imitait la précision de leurs expériences. 

Reportons-nous à la Jîg. 7 : supposons qu'au lieu de décrire d'un coup 



Fig. 7. 




la courbe typique du fil neuf, nous nous arrêtions au point B, décrivions la 
boucle BA'6', continuions suivant b'c'W, décrivions la boucle B'A"ft", .... 
D'après MM. Wicdemann et Cantone : 

Les points b', b", . . . coïncident avec les points B, B', 

Les portions AB, b'ii', b"]^", . . . forment une seule et même courbe qui 
est la courbe typique du fil neuf. 

A cause de leur appareil, ils décrivent toujours les courbes interniédiaircs 
UA'b', B'A"6", . , . jusqu'au couple nul : mais cette limitation est évidem- 
ment arbitraire. M. "Wiedemainn (Pogg.Ann., t. CVI, Règle 6) généralise 
la règle qui devient encore moins admissible. « Quand on tord, dit-il, par 
l'action de forces supérieures à celles qu'on a précédemment employées à 
tordre ou à détordre, l'efTet est le même que si l'on tordait pour la première 
fois, w II suffirait donc, par exemple, qu'on n'eût jamais dépassé le couple C 

Fac. de T. - ML • A. 3 
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correspondant au point B', pour que, si, dans un parcours quelconque pos- 
térieur, on traversait l'horizontale CB', la courbe de torsion, à partir de 
cette horizontale vers le haut, soit la continuation de la courbe ABB', ty- 
pique pour le fil neuf : ce qui n'est pas. 

L'expérience montre que les points b\ b'\ . . . sont au-dessous de B', 
B", . . . (^g. 7). 11 n'y a pas de doutes, si l'on emploie des appareils à in- 
dications continues, puisqu'il suffit de constater, dans des conditions iden- 
tiques, si le couple redevient exactement le même à deux passages succes- 
sifs par un même azimut dans le même sens. 

Malgré cela, la seconde Règle pourrait subsister en partie. Rien n'em- 
pêche que, par un raccordement b'c\ le parcours ne vienne se superposer 
suivant c'B' au prolongement analytique de la courbe typique du fil neuf 
AB; de sorte que l'on aurait cette courbe C ==$,(a), tracée dans le plan 
par portions successives, AB, c'B', c"B", .... Ce point est difficile à décider 
expérimentalement, car, pour voir si c'B' est la continuation de AB, il fau- 
drait connaître d'avance la courbe C = <I>, (a) et avec une grande approxi- 
mation. Or elle ne peut se décrire qu'une fois; il faut ensuite recuire le fil. 
Donc il serait nécessaire de recuire le fil plusieurs fois de suite exactement 
de la même manière, ce qui est presque impossible. 

La seconde Règle, très improbable, devient à coup sûr insoutenable 

Fi g. 8. 




avec la généralisation de Wiedemann. En effet, décrivons (^g- 8) AB sur 
la courbe typique du fil neuf, arrêtons en B et décrivons des parcours 
BA', etc.; sans même dépasser le couple — C égal et de signe contraire au 
couple C correspondant au point B, on peut, après un nombre plus ou 
moins grand de parcours, revenir suivant ab en un point b dont la dislance 
au point B peut être considérable. La tangente à la courbe ab au point b 
est très différente de la tangente en B à la courbe AB. Or, l'expérience 
montre qu'il n'y a pas en b de point anguleux. Donc : 1® le point /; ne 
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coïncide pas avec B; 2® la courbe au delà du point b n'est même pas le ré- 
sultat de la translation parallèle de la courbe BB|. 

Il est évident que moins les boucles sont étendues et nombreuses, mieux 
s'appliquent les Règles de MM. Wiedemann et Cantone. Nous reviendrons, 
plus loin, sur le cas de la courbe typique du fil neuf, dentelée par des par- 
cours très petits mais très nombreux. 

Voici encore quelques énoncés dus à M. Wiedemann qui se déduisent 
immédiatement des principes posés [Règles 1, 2, 3 {Pogg. Annalen^ 
t. CVI)] : 

Les torsions temporaires produites par des poids croissants sur un cy- 
lindre tordu pour la première fois augmentent plus vite que ces poids. 

Les torsions permanentes croissent encore bien plus vite. 

Pour détordre il faut une force bien moins considérable que pour 
tordre. 

On trouve, A^n^Xîi Physique àa Jamin et Bouty, un énoncé plus complet 
que voici : 

« Quand, après avoir tordu un fil par un couple C suffisant pour qu'il 
conserve une torsion permanente notable, on le tord en sens contraire par 
un couple médiocre, la torsion temporaire produite par celui-ci se super- 
pose à la torsion permanente acquise sans la détruire ; car, si l'on supprime 
l'action de ce couple, le fil revient à sa position d'équilibre modifiée. Toute- 
fois, pour détruire la torsion permanente, il suffit de faire agir, en sens con- 
traire, un couple C" inférieur à C. » 

Cet énoncé n'apprend rien de plus que le précédent; il montre nette- 
ment les vices de la terminologie de Wiedemann et conjointement le rôle 
erroné qu'il fait jouer à la soi-disant torsion permanente. On ne détruit 
pas les effets de la torsion permanente en s'arrangeant de manière à re- 
passer, pour le couple nul, par le point du plan d'où l'on est parti au début 
de l'expérience. A ce nouveau passage, le fil n'a plus ses propriétés ini- 
tiales; on ne peut plus, par exemple, lui faire parcourir de nouveau la 
courbe typique du fil neuf. M. Cantone tombe dans la même erreur, quand 
il s'imagine qu'on peut ramener un métal à l'état neuf par des parcours 
symétriques par rapport au couple nul et d'amplitudes décroissantes : il ne 
fait que résoudre ce problème tout différent, amener en un point de l'axe 
des azimuts la position d'équilibre du fil^ ce qu'on peut toujours faire 
d'une infinité de manières (^Journal de Physique; 1896). 
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Parcours quelconques à vitesse nulle non typiques. 

Accommodation. 

Entre la courbe typique du fil neuf C = 0| (a) et les courbes typiques 
des cycles fermes C = 4>(a), il y a toute une série d'intermédiaires. Les 
transformations par lesquelles les courbes de torsion se rapprochent de la 
forme typique O peuvent s'appeler accommodation. Quand les courbes 
d'aller et de retour d'un cycle ne sont plus identiques, le cycle n'est plus 
fermé; il est anime dans le plan d'un mouvement rampant. On trouvera 
l'énoncé des lois de ces mouvements dans notre Mémoire, § XV et suiv., 
ainsi que l'étude de toutes les dissymétries qui se produisent par le fait des 
premières torsions du fil neuf. 

Rappelons que les courbes O et$| ont la même tangente F à l'origine; 
que toutes les courbes intermédiaires des cycles non fermés admettent eux 
aussi cette même tangente. A partir de cette tangente F à l'origine, c'est 
sur $, que le y décroît le plus rapidement, sur O que le y décroît le plus 
lentement; toutes les courbes des cycles non fermés jouissent de propriétés 
intermédiaires. 

iXous sommes, maintenant, à même de juger les deux propositions 
suivantes : 

M. Warburg, pour expliquer certains phénomènes (Wied. Ann., t. X), 
émet l'hypothèse que le fil, primitivement isotrope, cesse de Tétre par la 
torsion, de sorte que le coefficient de torsion devient moindre dans un sens 
que dans l'autre. Tout au contraire, l'expérience montre que, même dans 
le cas d'une dissymétrie évidente due aux torsions premières, le F reste le 
même sur toutes les courbes. 

M. Wiedemann, dans la Règle 4 de son Mémoire {Pogg. Ann,, t. CVI) 
parle de la fermeture des cycles : « Par suite de torsions répétées, dit-il, 
les torsions s'approchent de plus en plus d'être proportionnelles au poids 
tordant. Elles sont d'ailleurs supérieures à la première torsion produite 
par ces poids. » La seconde partie de la Règle, évidemment fausse, est re- 
ligieusement répétée par les Traités classiques : on croirait à un lapsus, 
s'il n'y avait en regard la même proposition pour le magnétisme. 
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PARCOURS A VITESSE NON NULLE. 



CYCLES FERMES. 



Lorsque la vitesse de torsion n'est plus nulle, le quotient ^ peut prendre, 

en chaque point du plan, toutes les valeurs entre — oo et H- oo. Bornons- 
nous d'abord aux cycles fermés et choisissons pour la loi de torsion a — /(/) 
des formes simples. 

Oscillations sinusoïdales. 

Le cas le plus simple est celui des oscillations sinusoïdales : par un 
procédé quelconque on suppose la torsion entretenue indéfiniment suivant 
la loi a = Asinco/; on se propose d'étudier la forme du chemin parcouru. 
Ce problème est plus général que celui à la solution duquel se sont attachés 
tous les expérimentateurs; car on peut pratiquement obtenir de tels cycles 
fermés entre deux couples qui ne sont pas égaux et de signes contraires, h 
la condition de ne pas se servir de la méthode jusqu'à présent toujours em- 
ployée (disque suspendu à l'extrémité du fil et dont on étudie plus ou 
moins complètement la loi du mouvement). D'autre part, les expériences 
faites par cette dernière méthode ne satisfont pas aux conditions exigées : 
les cycles ne sont pas fermés. La loi d'oscillation a la forme a= A/i (/) sinco/, 
où /i est une fonction décroissante du temps : il y a amortissement et 
l'énergie n'est pas restituée. 

Pour parcourir un cycle fermé, il faut dépenser un certain travail qui 
est mesuré par l'aire enveloppée par les courbes de torsion : proposition 
générale et tout à fait indépendante de la forme des courbes. Ainsi dans le 
cas des cycles sinusoïdaux, si l'on admet avec Coulomb, pour unique cause 
de l'absorption d'énergie, un frottement proportionnel à la vitesse, la 
courbe de torsion C = (p(a) est une ellipse. Cette ellipse admet comme 
diamètre des cordes verticales la droite C = Fa; son aire est proportion- 
nelle à l'inverse de la période et au carré de l'amplitude. 

Il est donc inutile de chercher à vérifier expérimentalement que l'amor- 
tissement pendant les oscillations peut être calculé d'après la connaissance 
de la forme des courbes de torsion; car le résultat n'est pas douteux, à 
supposer qu'on puisse donner aux expériences une précision suffisante. 
Mais nous avons démontré (Annales de la Faculté des Sciences de Tou- 
louse; 1897) ^ ^^^^ point l'air intervient pour amortir les oscillations de 
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grande amplitude et que la correction de son effet est impossible dans 
l'état actuel de nos connaissances. 

Nous avons à résoudre un double problème tout différent : 

Les courbes de torsion sont-elles indépendantes de la période, pour une 
amplitude donnée? Si ces courbes sont indépendantes de la période, peut- 
on calculer Famortissement pendant les oscillations par la connaissance 
des courbes du cycle fermé parcouru à vitesse nulle entre les mêmes 
couples? D'après le plus ou moins de concordance entre les amortisse- 
ments mesurés expérimentalement pendant les oscillations pour différentes 
périodes et la mesure de l'aire du cycle fermé à vitesse nulle, on pourrait 
essayer de répondre aux questions posées. 

Peut-être est-ce là le problème que M. Cantone cherchait à résoudre 
(Nuoç'o CimentOy 4* série, t. I); mais, si le principe de la méthode est 
inattaquable, elle ne pouvait rien donner telle qu'il l'a appliquée. Les 
deux termes de la comparaison sont entachés d'erreurs. Les parcours sont 
décrits d'une manière discontinue, sans aucune précaution qui permette 
de les assimiler à des parcours à vitesse nulle ou sinusoïdaux à longue 
période. Pendant l'oscillation la partie de l'amortissement qui est due au 
lîl est presque impossible à distinguer dans l'amortissement total, à moins 
qu'il ne soit très grand, auquel cas la condition fondamentale que le cycle 
est fermé n'est pas satisfaite, il est tout à fait inadmissible de déclarer, 
comme le fait M. Cantone, que cette correction est négligeable. 

M. Cantone conclut de ses expériences que l'amortissement est dû, en 
majeure partie, à l'hystérésis. Cette expression (retard), qui implique 
l'idée de temps, doit signifier ici que le temps se trouve précisément à 
exclure, que la perte d'énergie ou la forme des courbes qui limitent l'aire 
du cycle sont à peu près indépendantes de la période. 

Voici longtemps que M. Wiedemann était arrivé à la même conclusion, 
et il ne semble pas, malgré le grand nombre de ses expériences, que 
M. Cantone ait beaucoup avancé la question. Dans les § 21 et suivants de 
son Mémoire ( Wied. Ann., t. VI), M. Wiedemann dit que l'on ne peut 
pas attribuer la perte d'énergie à un frottement intérieur fonction de la 
vitesse seule; que les effets dus à la vitesse n'entrent que pour une faible 
part dans la perte d'énergie en d'autres termes, modifient peu les courbes 
qui limitent le cycle. Mais M. Wiedemann attribue à ces courbes une 
forme qu'elles n'ont pas, et les expériences sur lesquelles il appuie son 
opinion prêtent aux mêmes critiques c^ue celles de M. Cantone qui sont 
tout à fait analogues. 
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Pour résoudre le problème que nous avons pose, il n'y a pas le choix 
des méthodes. Il faut déterminer directement C = (p(a) en faisant varier la 
période et l'amplitude d'oscillation et mesurant à chaque instant l'azimut 
et le couple. Nous avons déjà montré que l'expérience est possible 
(Annales de Toulouse; 1897); nous reviendrons sur la technique et les 
résultats dans un prochain Mémoire. 

Pour le moment on peut seulement affirmer : que les courbes dépendent 
de la période surtout à leurs extrémités où le point anguleux est remplacé 
par un arrondissement continu; que pour des cycles de plus en plus petits 
tes courbes sont modifiées de moins en moins par la période; que la ma- 
jeure partie de la perte d'énergie est indépendante de la période; enfin, 
l'extrapolation indiquerait que pour les petits parcours l'aire du cycle est 
proportionnelle au cube de l'amplitude, ou, ce qui revient au même, la 

variation relative d'amplitude -v- est proportionnelle à l'amplitude. 

Si cette extrapolation restait légitime jusqu'aux plus petites ampli- 
tudes, l'amortissement devrait diminuer très rapidement et devenir prati- 
quement insensible bien avant que les amplitudes ne soient nulles. Or il 
semble établi qu'il n'en est point ainsi par les remarquables expériences de 
Tomlinson (PhîL Trans., 188G). Pour de très petites oscillations, Tom- 
linson trouve que l'aire des cycles est proportionnelle seulement au carré 
de l'amplitude. De plus, cette aire s n'est pas indépendante de la période t; 
on aurait 5 = a -h 6t — ct^. 

La méthode de Tomlinson est celle des oscillations; comme les ampli- 
tudes sont très petites, l'auteur a pu éliminer exactement l'influence de 
l'air. Bien que cette correction soit parfois les deux tiers du phénomène 
total, il n'y a aucune raison de suspecter les résultats. 

Il résulte de ceux-ci : 

Que, même pour des parcours très petits, les deux courbes ascendante et 
descendante limitant le cycle ne se superposent pas exactement ; 

Que cette non-superposition subsiste encore pour une période très 
grande ; 

Que, dans le cas de parcours extrêmement petits, la période intervient 
et a relativement plus d'influence que dans le cas des grands parcours. 

La perte d'énergie est ainsi due en partie à une viscosité qui n'a pas les 
caractères de la viscosité imaginée par Coulomb. D'autres règles énoncées 
par Tomlinson conduisent à cette même conclusion que les règles appli- 
cables à de grands parcours ne sont pas applicables aux petits. Pour trancher 
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délinitivemcnt la question, il faudrait opérer dans le vide dans le cas des 
petites oscillations où la détermination directe des courbes C = 9(a) de- 
vient incertaine. Il n'y aurait pas des difficultés insurmontables, et Ton 
éviterait au moins en partie l'action de l'air, dont il est si malaisé de tenir 
compte. 

Parcoures alternatifs à vitesse constante avec arrêts aux extrémités. 

Un autre cas très important comprend les phénomènes que les Allemands 
appellent Elastische Nachwirkung. Entre deux couples C, et Ca, on dé- 

crit la branche AB {fig- 9) avec une vitesse uniforme (^ = -7-; on s'arrête 

en B un temps T, et l'on parcourt à couple constant le chemin BB' : on 



f'ig- 9- 



Fi g. 10. 




détord suivant B' A jusqu'au couple C4 ; on s'arrête un temps T. Si l'opéra- 
tion a été répétée un certain nombre de fois, le cycle se ferme. On peut 
décrire des parcours analogues enlre deux azimuts déterminés a, et aa, la 
vitesse restant constante, ainsi que les temps d'arrêt aux extrémités (y?^. 10). 

Quand la courbe se ferme, il n'y a plus identité entre les courbes A'B et 
B'A; elles ne sont pas superposables (leurs origines A' et B' étant natu- 
rellement amenées l'une sur l'autre et l'une des courbes subissant autour de 
cette origine une rotation de 180°). Le cycle peut être pratiquement fermé, 
bien que les deux longueurs AA' et BB' soient notablement différentes. 
Quand la vitesse n'est pas nulle, il n'y a plus de courbes typiques; la forme 
des courbes, dans un même cycle fermé, dépend de la vitesse v de torsion 
et de la durée T des arrêts. 

Ces phénomènes ont été découverts par Weber et étudiés par un grand 
nombre de savants, dans un cas particulier mal commode et suivant une 
méthode défectueuse. Voici, par exe nple, comment opérait Kohlrausch 
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qui a publié sur ce sujet la série de Mémoires la plus complète (principale- 
ment Pogg. Ann., t. CXXVIII-CLVI). 

L'extrémité supérieure du fil est attachée dans Taxe d'un cylindre qui 
permet de le tordre d'un angle connu. Son extrémité inférieure porte une 
pièce de cuivre munie d'un bras horizontal qui, dans la position initiale 
d'équilibre, s'appuie sans force contre une pièce fixe. La masse de cuivre 
plonge en partie dans un godet d'huile; le miroir qu'elle porte sert à me- 
surer ses petits déplacements angulaires. Lorsqu'on tord le fil par en haut, 
le bras appuie sur son buttoir et maintient constant l'azimut de l'extrémité 
inférieure du fil. 

Pour faire une expérience {fig* ii), on tord par en haut d'un certain 

Fig. II. 




angle AD = a^ ; cette torsion se fait à la main suivant une loi indéterminée. 
On décrit ainsi la branche A'B. On maintient l'azimut constant pendant 
un temps T, le couple décroît suivant BB'. On détord à la main de l'angle 
primitif. Cette dé torsion correspond à des phénomènes compliqués; il faut 
la diviser en deux parties dont les grandeurs sont mesurées par les droites DA 
et A A'. Pendant la détorsion DA, le couple diminue jusqu'à o; pendant la 
détorsion complémentaire mesurée par AA'= A'D — AD, le bras horizon- 
tal inférieur ne s'applique plus contre son buttoir. Le point figuratif du 
phénomène reste en A, puisque alors l'extrémité inférieure suit l'extrémité 
supérieure et se déplace d'un angle égal. En fait, il se produit de petites 
oscillations rapidement éteintes par l'huile, mais qui peuvent troubler pro- 
fondément les résultats. 

Ces préliminaires efiectués, l'expérience consiste à déterminer la loi sui- 
vant laquelle le point A se déplace à couple nul vers le point A' : le cycle 
se ferme ou ne se ferme pas suivant les cas. 

Ainsi le cycle est décrit entre couple inférieur nul et azimut constant a, ; 
ies branches A'B et BA' sont parcourues avec des vitesses inconnues et quel- 

Fac, de T. — XI. A. 4 
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conques; enfin, avant qu'on puisse faire une mesure, il se produit des oscil- 
lations autour du point A. 11 serait étonnant qu'on parvienne dansées con- 
ditions à des lois simples et générales. 

Soit X le déplacement du miroir de A vers A' compté en unités et à par- 
tir d'une origine arbitraire. Soient a l'angle de torsion, T le temps pendant 
lequel la torsion a a été maintenue. Kohlrausch a cherché à relier ces 
(juantités par une expression de la forme suivante : 

x-—^ST?(Aal-^Baî), o<— ô<i, o<[3<i. 

Si le phénomène était observé pendant un temps très long, Kohlrausch 
employait une formule plus compliquée 

Ces formules représentent bien les expériences, sans nous apprendre quoi 
que ce soit sur le phénomène ; car il est évident que celui-ci est la résultante 
d'une série d'actions dont la technique de Kohlrausch ne permet pas de 
séparer les effets. 

Reprenons les parcours simples représentés dans les fig. \) et lo. 11 est 
naturel de chercher à relier la loi suivant laquelle les portions rectilignes 
du cycle sont parcourues, aux propriétés de la courbe avant le point d'ar- 
rêt et à la vitesse k^ avec laquelle elle est parcourue. Or les propriétés de 
la courbe sont, comme première approximation, déterminées par la valeur 
du couple au point d'arrêt et l'inclinaison de la tangente; donc la loi à 
chercher doit contenir, comme première approximation, la vitesse <-', le 

couple C et l'inclinaison ^ delà tangente au point d'arrêt. Si l'expérience 

montre qu'une telle relation n'existe pas, alors seulement on devra chercher 
(juelque chose de plus compliqué, introduire plus intimement la forme de 
la courbe, en admettant l'influence de la courbure au point d'arrêt, ce qui 
revient à faire intervenir -y-=-' 

C'est la marche que nous avons suivie dans notre Mémoire (§ XXVI et 
suivants). La formule de Kohlrausch est loin de contredire cette manière 
de voir; car, en admettant pour représenter la courbe D'A une expression 
de la forme C = Fa — • Ma^ — Na', l'origine des coordonnées étant trans- 
portée au point B' et les axes tournés de i8o*^, on a, pour le point A, 

y = -^z=T — 2Mx — 3Na'; d'où ^ — 7 = ^Ma -h 3Na\ 
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La différence entre F et le y au point A est quadratique en a et la loi de 
Kohlrausch pourraits'énoncer en disant que, toutes choses égales d'ailleurs, 
le mouvement de A vers A' se fait avec des vitesses proportionnelles à la 
différence entre la tangente et la courbe de torsion en A et la tangente ca- 
ractéristique de la courbe. C'est une loi que nous avons énoncée. 

Le problème, pour être complètement résolu, exige encore des travaux 
longs, minutieux, mais surtout dirigés systématiquement. 

L'expression effet tardif élastique établit entre ces derniers phénomènes 
et ceux qui existent constamment quand la vitesse est variable, une distinc- 

tion tout arbitraire. On a généralement cfC = -r- e/a -j- -r- rf/ ; on ne conçoit 

pas l'utilité de donner un nom spécial à Fun des coefficients différentiels 

-T-^> seulement lorsque le premier coefficient est nul. Il suffit de dire, sans 

introduire un nom spécial, que la variation de couple se fait à azimut con- 
stant ou à couple constant. 

CYCLES NON FERMÉS. 

Dans ce groupe doivent théoriquement rentrer tous les parcours que 
l'expérience permet d'obtenir, puisqu'en somme tous les cas déjà traités 
sont des cas limites qu'on ne peut strictement atteindre. Pratiquement, 
nous ferons rentrer, dans ce groupe, les expériences où les conditions pré- 
cédemment énoncées ne sont pas du tout réalisées, et nous n'indiquerons 
que les plus simples. 

Courbe du fil neuf à vitesse constante. 

La courbe pour une vitesse constante c^ a une forme typique que nous 
représenterons par le symbole C = $^ (a, c^). L'influence de la vitesse i^ de 
torsion, insensible au début, n'apparaît que pour les torsions considérables. 
Encore est-il difficile de la mettre en évidence pour les raisons indiquées 

(p. 18). 

La courbe générale du fil neuf C = $<(a,i^) ne peut être parcourue 
qu'une fois. Si l'on ajoute des boucles, elles doivent être parcourues a vi- 
tesse constante p, et les arrêts doivent avoir la même durée T, si l'on ne 
veut pas rendre le problème inextricable. Le premier exemple d'un tel cas 
se trouve dans Wiedemann (§ 3, JVied. Ann.y t. VI); malheureusement, 
les conditions que nous venons d'énoncer ne sont pas satisfaites, et l'on ne 
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peut rien conclure de celte expérience. A fortiori^ dans le cas des vitesses 
non nulles, les règles énoncées par Wiedernann sur le parcours de la courbe 
des fils neufs par fragments sont inexactes. 

Courbe du fil neuf à vitesse ondulatoire. 

Un autre mode simple de décrire la courbe d'un fil neuf est d'employer 
une vitesse de la forme p= ro4- asinco/; la courbe obtenue, très curieuse, 
est étudiée dans notre Mémoire (§XLI). Les vitesses constante, sinusoï- 
dale et ondulatoire sont pratiquement les trois seules formes que l'expé- 
rience permet de réaliser commodément et avec rigueur. 

Courbes quelconques à vitesse non nulle. 

Le mode de fixation des cycles dont les courbes sont parcourues à vi- 
tesse non nulle est naturellement très compliqué. On doit se borner à l'étude 
bien définie des cas les plus simples qui sont : Les oscillations sinusoïdales à 
amplitude constante ou variable suivant une loi simple; 

Les parcours à vitesse constante et arrêts de durée constante aux extré- 
mités entre azimuts ou couples constants. 

La majeure partie des travaux écrits sur la question ne pourront jamais 
être utilisés, parce que la manière de décrire les cycles n'a pas été déter- 
minée avec assez de soin. 



INTRODUCTION D'UNE NOUVELLE VARIABLE. 

Le problème, déjà compliqué quand on suppose variable la torsion seule, 
devient presque inextricable, quand on ajoute une seconde variable, telle 
(jue la température, l'aimantation, la tension, etc. On est toujours forcé de 
maintenir la torsion comme variable, parce qu'un fil qui n'a jamais été 
tordu ne se tord pas au changement ni de température, ni de tension, etc. 
Le nombre des expériences sur Tinfluence d'une seconde variable est 
énorme : elles ne nous apprennent généralement rien, parce qu'elles sont 
faites dans des conditions telles qu'on ne peut y démêler l'influence entre 
les différentes causes. 

Pour débrouiller la question, il faudrait se limiter à l'un ou l'autre des 
cas généraux suivants. Supposons qu'il s'agisse de l'action de la tempé- 
rature. 
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Premier cas : cycles fermés. 

On ferme un cycle à vitesse nulle ou à vitesse suivant une loi déterminée, 
pour une valeur T, de la température: on détermine la forme I du cycle. 

On passe suivant une loi arbitraire de la température T< à la tempéra- 
ure Ta. 

On cherche la nouvelle forme II du cycle. 

On revient suivant une loi arbitraire de la température Tj à la tempéra- 
ture T,. 

On cherche la nouvelle forme V du cycle, etc. 

On peut admettre, comme première approximation, que les formes I 
et II des cycles sont indépendantes de la loi arbitraire de passage de T, 
à Ta, parce que ces cycles sont fermés, à la condition qu'on passe de T, à 
Ta sans sortir de l'intervalle T|Ta. Il se peut qu'en revenant à la tempéra- 
ture T^, la forme F ne coïncide pas avec I. Il faut recommencer la double 
série d'expériences jusqu'à ce que I" coïncide avec I""*"* ; on compare alors 
les formes T'-^' et 11"^'. 

Second cas : variations continues de la seconde variable. 

En opérant sur des cycles fermés, on peut faire passer la seconde va- 
riable de sa première à sa seconde valeur suivant une loi arbitraire et, par 
conséquent, non déterminée expérimentalement. Ce n'est plus admissible 
si les parcours sont quelconques ou si le phénomène dépend, évidemment, 
de cette loi de variation. Alors il faut prendre pour la seconde variable les 
mêmes précautions que pour la torsion; c'est-à-dire connaître à chaque 
instant le mode de variation. On ne peut tolérer en aucun cas des varia- 
tions brusques. Que penserait-on du savant qui, pour étudier la compressibi- 
lité du plomb, taperait sur un morceau de plomb à coups de marteau? C'est 
pourtant avec cette précision que la plupart des expériences ont été faites : 
cycles non fermés, parcours quelconques mal déterminés, variation brusque 
de la seconde variable. 

Non seulement la seconde variable doit toujours varier d'une manière 
continue, mais on doit s'efforcer de rendre cette loi de variation, analogue 
à la loi de variation de l'azimut. Par exemple, on tord un fil suivant la loi 
sinusoïdale a=Asin(o/ et l'on veut opérer à aimantation variable. La 
plupart des expérimentateurs aimantent et désaimantent toutes les n se- 
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condcs et parviennent ainsi à d'inutiles généralités. II serait plus naturel de 
produire une aimantation représentée par la loi I = 1© H- I, sin((o'/ — (p), 
(o' étant égal à co, ç ayant une valeur bien déterminée. Ce résultat est assez 
difficile à obtenir expérimentalement, mais les phénomènes compliqués ne 
s'éludient pas avec des appareils rudimentaires. On pourrait ensuite 
chercher Tinfluence d'un battement entre les deux variables (co' peu diffé- 
rent de (o); enfin, troisième cas sur lequel nous reviendrons plus loin, on 
pourrait prendre co' très grand vis-à-vis de co. 

Pour montrer comment ont été généralement faites les expériences, on 
peut citer celles de Wiedemann sur la tension (§8 à 14, Wied. Ann.^ 
t. VI). 

Dans les § 8, 9, 10, Wiedemann ferme des cycles entre le couple nul et 
un azimut invariable^ sans spécifier la vitesse avec laquelle les parcours 
sont décrits. Ceci fait, il modifie la tension tantôt à un bout, tantôt à l'autre 
bout du cycle, pendant l'arrêt, et détermine les mouvements rampants qui 
se produisent alors par la répétition du cycle. 

Au § 11, il reprend les mêmes expériences entre le couple nul et un 
couple invariable; la définition du cycle est un peu plus simple, mais les 
vitesses ne sont pas mieux connues que précédemment. 

Au § 12, il s'agit d'un fil neuf et de parcours analogues à ceux de la 
fig. 7; les boucles paires sont faites avec une tension, les impaires avec 
une autre : il est difficile de choisir un cas plus compliqué. 

Enfin, au § 14, la tension varie pendant des parcours à couple constant: 
c'est ici qu'il serait encore plus nécessaire de définir la loi de variation de 
la tension. 

Il est inutile de discuter les résultats d'ailleurs assez vagues de ces expé- 
riences; on ne sait pas bien à quoi ils correspondent. 

11 est de même regrettable que, dans ses expériences sur l'influence de 
la température, M. Cantone n'ait pas défini et fermé ses cycles. Pour que 
l'aire des cycles soit définie, faut-il encore connaître la loi suivant laquelle 
les parcours sont décrits; cette loi intervient de plus en plus à mesure que 
la température augmente et que le fil devient plus pâteux. 

Heureusement, dans les expériences de M. Tomlinson, bien des pré- 
cautions étaient rendues inutiles par la nature du phénomène lui-même. 
L'amortissement pour de petites oscillations est assez faible pour que le 
cycle puisse être considéré comme fermé. 

Il serait donc à souhaiter que les savants abandonnent, dans ces re- 
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cherches difficiles, des errements qui enlèvent toute valeur à tant de pa- 
tientes recherches. 



EFFETS D'ÉBRANLEMENT ET FATIGUE D'ÉLASTICITÉ. 

M . Wiedemann appelle effets d^ ébranlement (Erschûtterungswirkung), 
des actions « par lesquelles les molécules sont rendues plus mobiles et se 
placent plus facilement dans les positions d'équilibre correspondant aux 
forces agissantes. Ces actions n'ont aucune composante en concordance 
directe avec le sens actuel du déplacement des molécules et sont indépen- 
dantes des forces qui produisent les déformations actuelles. » (IVied. 
Ann.y t. VI, § 16). Une telle définition ne nous apprend pas grand'chose. 
Assurément, une tension et une torsion peuvent n'avoir aucune compo- 
sante commune si l'on n'introduit pas de liaisons; mais, dans un système 
dont les liaisons sont inconnues, une tension peut avoir comme seul ré- 
sultat une torsion et l'on ne peut a priori les considérer comme indépen- 
dantes. Il faudrait, d'ailleurs, donner une mesure de la mobilité des mo- 
lécules et expliquer cette mobilité. 

Les secousses ou ébranlements ne sont pas quelque chose de particulier : 
ils consistent en l'action de causes définissables, mais utilisées d'une ma- 
nière non définie. Par exemple, un choc est un ébranlement; mais c'est 
aussi une succession dans un ordre inconnu de vibrations longitudinales et 
transversales, de tensions et de pressions exercées suivant des lois quel- 
conques. Cet ensemble ne doit pas être traité comme un tout mais décom- 
posé en phénomènes plus simples et expérimentalement plus abordables. 

La seule définition admissible pour les ébranlements est la suivante : un 
ébranlement simple est l'action d'une petite cause appliquée suivant une 
loi sinusoïdale à très courte période. L'effet d'un ébranlement est celui 
d'une dentelure des courbes de torsion, ou, si l'on veut, du remplacement 
d'une courbe continue par une courbe présentant un très grand nombre de 
boucles très petites. 

Voici une application de ce qui précède. M. Wiedemann (Pogg. Ânn.y 
t. CVI) donne les Règles suivantes : 

9. Des secousses pendant l'action d'un couple augmentent la torsion 
du fil. 

iO. La torsion permanente du fil après suppression du couple est di- 
minuée par l'action des secousses. 
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Admettons qu'il soit possible d'assimiler l'effet des secousses à l'influence 
d'une vitesse de torsion non plus constante, mais donnée par la formule 
r = ioH- P| sinoj/, co ayant une valeur très grande. La courbe de torsion 
présente une sorte de dentelure qui, suivant les valeurs relatives de Pq et 
r,, a Taspect de l'une des courbes (i) et (2) de la fig. i3. Or, cette den- 

Pig. 12. 




telure a précisément les effets exigés par la Règle 9 : le couple corres- 
pondant à un azimut donné est diminué, ou, ce qui revient au même, la 
torsion du fil est augmentée. 

Supposons que, conformément à la Règle 10, on supprime le couple et 
qu'alors on ébranle le fil. C'est comme si l'on décrivait de petits parcours 
autour de la position d'équilibre actuelle; à cause de la dissymétrie im- 
posée à ces parcours par le fait de la première torsion, ce que Wiedemann 
appelle torsion permanente diminuera. 

Au lieu d'assimiler l'effet d'ébranlement à une variation rapide et ondu- 
latoire de la vitesse, nous pourrions tout aussi bien l'assimiler à une varia- 
tion rapide et ondulatoire de la tension, de la température, etc. Il est né- 
cessaire de reprendre systématiquement l'étude de ces prétendus effets 
d'ébranlement. 

Il nous reste à dire quelques mots du phénomène appelé /a/Zg^wr? d^ élas- 
ticité par Lord Kelvin et dont voici la définition précise. On impose à un 
fil un parcours sinusoïdal d'amplitude constante. Dans une première expé- 
rience, la torsion est entretenue pendant plusieurs heures ou plusieurs 
jours; on mesure l'aire S, du cycle. Puis le fil est abandonné à lui-même 
pendant plusieurs jours, on lui impose alors le même cycle et, après l'avoir 
répété un certain nombre de fois pour le fermer, on mesure son aire 83. 

D'après Lord Kelvin S, > Sjj. 

On peut définir le phénomène un peu différemment. Imposons un cycle 
déterminé à un fil neuf : il se ferme pratiquement après quelques parcours. 



PRINCIPALES EXPÉRTEiNCES FAITES SUI\ LES PHÉNOMÈNES DE TORSION. A. 33 

dix par exemple. Son aire S. reste iiivarial)Ie pendant un certain temps. 
D'après Lord Kelvin le fd se fatigue; peu à peu So augmente. 11 se pro- 
duirait donc un phénomène inverse du phénomène d'accommodation. Le 
repos restituerait au fil ses qualités premières. Avant de discuter les faits, 
il faudrait être sûr de leur existence; or, dans la plupart des cas, M. Tom- 
linson la considère comme douteuse. 

Dans toutes ces expériences qui durent des heures et des jours, il faudrait 
éliminer, comme le conseillait M. Urillouin {Journal de Physique, t. VII, 
2* série), les oscillations de température; maintenir celle-ci constante par 
une étuve analogue à celle que M. Gouy vient de proposer tout récemment. 
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INTRODUCTION. 

On sait quel Jien étroit relie la théorie des systèmes de nombres com- 
plexes et celle des groupes linéaires et homogènes simplement transitifs. 
L'étude des groupes bilinéairesy c'est-à-dire des groupes dont les équations 
finies sont linéaires et homogènes par rapport aux variables et par rapport 
aux paramètres établit aussi une relation entre ces groupes et les systèmes 
de nombres complexes, et cette relation est bien simple : on peut regarder 
toute transformation finie proprement dite ou dégénérée d'un tel groupe 
comme un nombre complexe d'un certain système pour lequel la multipli- 
cation satisfait aux lois de distributivité et d'associativité et pour lequel 
l'opération inverse de la multiplication est en général possible. 

Le but de ce Mémoire, après avoir établi cette relation et étudié quelques 
propriétés générales des groupes bilinéaires et même des groupes linéaires 
simplement par rapport aux paramètres, est de faire une étude d'ensemble 
sur les systèmes de nombres complexes, spécialement au point de vue de 
leur composition et d'en faire l'application aux groupes bilinéaires. Cette 
étude, qui occupe les paragraphes IV-VIII de ce Mémoire, forme un tout en 
soi ; elle ne fait appel à aucune notion de la théorie des groupes et reste exclu- 
sivement sur le terrain de la théorie des nombres complexes. Elle a pour 
point de départ la considération de ce que j'appelle Véquation caractéris- 
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tique cVun système de nombres complexes, bien que ce nom ait été donne 
par les auteurs précédents à une équation d'une tout autre nature; celle 
notion d'équation caractérisli(jue, cpii a déjà conduit à tant de résultats, 
spécialement dans la théorie de la structure des groupes, est aussi très 
féconde ici ; elle m'a permis de trouver des théorèmes d'une extrême impor- 
tance, que j'ai exposés récemment dans deux Notes parues aux Comptes 
rendus de r Académie des Sciences (3i mai et 8 juin 1897). C'est ainsi 
qu'en étendant les notions de systèmes simples, semi-simples, intc- 
grables, etc., empruntées à la théorie de la structure des groupes, j'ai été 
conduit naturellement à une classification (déjà ancienne) des systèmes en 
deux grandes classes : les systèmes intéf^rahles ou sans quaternions et les 
systèmes non intégrables ou à quaternions; que j'ai pu déterminer tous 
les systèmes simples ou semi-simples qui rentrent dans la seconde classe, 
et qu'enfin, résultat qui n'a pas son analogue dans la théorie de la structure 
des groupes et dont l'importance ne saurait échapper, que j'ai trouvé un 
moyen simple de déduire tous les systèmes de la deuxième clause de ceux 
de la première. 

Le paragraphe Vil, consacré aux systèmes réels de nombres complexes, 
conduit à des résultats tout à fait analogues, quoique un peu plus compliqués 
et par cela même plus intéressants. 

Enfin les paragraphes YIH et IX contiennent les applications des théories 
précédentes aux groupes bilinéaires, d'abord aux groupes simplement 
transitifs et ensuite aux groupes quelconques. 



I. 

CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POtU QUE /' TUANSFOUMATIONS INFINITÉSI31ALES 
INDÉPENDANTES ENGENDRENT UN GROUPE LINÉAIRE ET HOMOGÈNE PAR RAPPORT AUX 
PARAMÈTRES. 



I. Soient 



(0 



■' j:', = ai|n -+- a,^,, -+-. . .-h «r^ir» 

) x\ ■= a, £„ H- «îIjj 4- . . . -f- «r^ir» 
» 

'^rt^ «il/Il -+- «ÎÇ/IÎ-+-' • --^ ^rlnr 



les équations finies d'un groupe à n variables a;,, Xj, . . . , a-^, et r paramètres 
a,, «2, ..., a^; les 5/;^ sont des fonctions de a;^, a^a, ..., x^- Si ce groupe 
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contient la transformation identique, il contiendra manifestement toutes les 
transformations 

et il pourra être regardé comme engendré par r transformations infinitési- 
males indépendantes. On peut évidemment prendre, pour ces /• transfor- 
mations, les suivantes : 

(2) ' ^''^-^''â^,'^^'''dr,'^'"^^"''ô:^/ 



^ ^ df Y àf y df 

et la transformation infinitésimale 

à/ àf df 

est nécessairement une combinaison des transformations (2). 

2. Si les transformations (i) forment un groupe, la succession de deux 
quelconques de ces transformations équivaudra à une transformation déter- 
minée du groupe. Effectuons d'abord la transformation infiniment petite 

puis la transformation finie 

OÙ i et A* désignent deux quelconques, différents ou non, des nombres 1, 
2, . . ., r. Le résultat de ces deux transformations successives est la transfor- 
mation 

i » 

qui doit rentrer dans la formule (i). 11 en résulte que Ton a des relations 
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telles que 



^iÇ)\k =^ «1*1 ;!l •+■ «lAî^Iî -+-...-»- «/jtr^lrt 



(6) 



( X/^rtJt — (Xifci Lu -+- 3C/x-,Ç/iî -h ... H- G^tkri.n 



r» 



OU encore 



(7) X/(Xx/) = aiAiX,/4- «/AjX,/-!-. . .-^aurXrf (/, A- —1,2,..., /•), 
en posant 

Les relations (7) sont celles auxcjuelles nous voulions arriver. Elles 
donnent des conditions nécessaires pou?* que les r transformations in fi- 
nitésimales X, /, . . ., \rf engendrent un groupe linéaire et homogène 
par rapport aux paramètres. 

3. Ces conditions sont sujffisantes. Kn eflet, supposons que les r trans- 
formations infinitésimales indépendantes (2), dont la transformation 

àf df àf ^ ,4^ ,..,.,. 

x, y^ -h x.^ y-7- -h ... -h x';, -y— est supposée être une combinaison linéaire y 

satisfassent aux H relations (7) où les a sont des constantes. Ces transforma- 
tions engendreront d'abord nécessairement un groupe, car de (7) on déduit 

(8) (X,X,.) ^ \i(\,/) - \,{\,/) = (a,;t, - «A/i)X,/-+- . . .-+- (a,,,- a,ir)\rA 

relations caractéristiques de la propriété des transformations (2) d'engen- 
drer un groupe. 

Je dis alors que les équations finies de ce groupe peuvent être mises sous 
la forme (1). D'abord les équations (1) détinissent des transformatiotis 
proprement dites, car le déterminant fonctionnel des seconds membres par 
rapport à x,, jc^^, . . ., X;, est en général différent de zéro, puisque, pour des 
valeurs particulières des paramètres a^, ces seconds membres se réduisent 
à :r,, x^t ..., x^' Kn second lieu, les transformations (i) contiennent la 
transformation identi(jue pour la uiéme raison. Enfin ces transformations 
contiennent toutes les transformations finies engendrées par les transfor- 
mations infinitésimales (ri); le groupe à un paramètre engendré par X,/ 
peut en effet être défini au moyen des formules 



e .. e^ ^, .^, è* 



x\=Xi-^ -X,jr,-h -— X,(X|.r,)H ^X,[\j(Xj j^.)] 4.. . . (^ := i, 2, . . ., /i); 

I \ m A I.2.0 
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mais d'après les formules (7), les coefficients de c^, e', ... s'expriment en 
fonctions linéaires et homogènes, les mômes pour tous les indices /, de 
X,X/, X^Xij ..., Xr^\'j c'est-à-dire de ^/,, ^,2? •••? ?/>• Le groupe engendré 
par X, /a donc ses é(juations finies de la forme 

c'est-à-dire est contenu parmi les transformations (i). 

Les formules (i) définissent donc un ensemble de transformations à r 
paramètres qui contiennent toutes les transformations du groupe engendré 
par les r transformations infinitésimales indépendantes X,/, . . ., X^./. Elles 
constituent donc les équations finies de ce groupe qui, par suite, est linéaire 
et homogène par rapport aux paramètres. 

4. En définitive, nous avons le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les r transformations 
infinitésimales indépendantes X,/, Xa/, ..., X;./, à n variables x,, 
^•jj, . . ., a;,,, engendrent un groupe linéaire et homogène par rapport aux 

paramètres est que la transformation x^ -p- -i- x.^ ^— -\- . , ,-\- x^ -^ soit 

une combinaison linéaire des X//^ ainsi que les r^ transformations infi- 
nitésimales Xt(Xfif). On a alors la valeur de la variable transformée x'^ 

dans les équations finies du groupe, en prenant le coefficient de -y- dans 
l'expression a,\,/-i- a^K^f + •••-•- cir^rf- 

Par exemple, les transformations iniînitésimales 
(9) { X./= ;r'-^. 

satisfont aux neuf relations 

X,(X,/) = X,/, X.(X,/) = mX./, X,(X,/) = X./4-mX3/, 
X,(X./) = X,/, X,(X,/) = o, X.(X,/) = o, 

X,(X,/) = X,/, X,(X,/) = o, X,(X,/) = o. 
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Elles engendrent donc un groupe linéaire et homogène par rapport aux 
paramètres dont les équations finies sont 

( x' -=z ax. 
(»o) 

f y' -=ay -\- bx"^ -f- ex'" log jt. 

Comme application, on peut chercher le plus petit groupe linéaire et 
homogène par rapport aux paramètres, dans lequel soient contenues 
r transformations infinitésimales données X,/, Xj/, .. ., X^/. Pour l'ob- 
tenir, il suffira d'ajouter à ces transformations la transformation 

X, y~ -H . . . -f- Xn-T^^ si elle n'y est pas, ainsi que toutes les transformîi- 

tions X/(Xa/); procéder de la même manière pour les transformations 
nouvelles ainsi obtenues, et ainsi de suite. Si ces opérations ont un terme, 
les transformations données sont contenues dans un groupe fini linéaire et 
homogène par rapport aux paramètres; sinon elles ne sont contenues que 
dans un groupe infini (non nécessairement défini par des équations aux 
dérivées partielles) jouissant de la même propriété. 

II. 

LES GROUPES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES PAR RAPPORT AUX VARLVBLES ET PAR RAPPORT 

AUX PARAMÈTRES. GROUPE DES PARAMÈTRES. 

5. Nous allons plus particulièrement considérer maintenant les groupes 
linéaires et homogèncSy c'est-à-dire pour lesquels les variables transfor- 
mées sont des fonctions linéaires et homogènes des variables primitives. Ce 
sont ceux de ces groupes qui sont en môme temps linéaires et homogènes 
par rapport aux paramètres qui vont nous occuper. Nous les désignerons 
dorénavant sous le nom de groupes bilinéaires. 

Nous avons vu au paragraphe précédent que Ton obtenait l'expression de 
la variable transformée j?^ par l'effet de la transformation de paramètres a,, 

a^, . . ., a^ en prenant le coefficient de ^ dans l'expression 

^1 X I / -h . . . 4- a;. Xr/. 
Cela nous conduit à regarder le symbole 

a,X,/-h. . .-4- OrXrf 

aussi bien comme représentant une transformation finie S^ qu'une transfor- 
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mation infinitésimale. Bien entendu, nous n'aurons affaire à une véritable 

transformation que si les coefficients de ^> •••> -j^ sont des fonctions 

indépendantes de X|, x.,^ . . ., x,^. Néanmoins il y aura avantage à considérer 
les symboles pour lesquels cette condition n'est pas remplie et à les regarder 
comme représentant encore des transformations finies dégénéi'ées, ce fait 
d'ailleurs ne se présentera que pour des valeurs particulières des a. 

6. Imaginons que nous effectuions successivement les deux transforma- 
tions finies 

et 

Si, bi\i/ -¥-..,-{- br\r/' 

Si nous posons 
la première de ces transformations est définie par les formules 

(2) jt] =^akliA = ^a^.las^s (i=i,2, . ..,/0, 

il: X-, j 

et la seconde par les formules 

(3) a-'i =z^bj,.^'if^ = ^bf,l,jis'r', (^ = 1, •^, • • -, /*)• 

k k,s 

Le résultat de ces deux transformations est la transformation 

(4) ^1= ^ bkhksCfh^sht-rt (/=:l,2, . .,,/i). 

Mais d'après les identités (7) du paragraphe précédent, on a 

i.t,i p,i,t 

c'est-à-dire 

(5) ^hksUi=^ccuApXpi [!;/f^Z\\l\ \\\\r} 

* P 

Par suite, les formules (4) deviennent 

h,k,p,t p,t 
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en posant 

(6) Cp = ^ayiA:p«A^A- 

La succession de la transformation S^ et de la transformation S^ équivaut 
donc à la transformation S,, dont les paramètres c,, Cg, . . ., c,. sont donnes 
par les équations (6). 

7. Si nous appelons A/, B/, C/les symboles des transformations S^, 
S^, S^., les formules (6) nous montrent immédiatement qu'on a la relation 
fondamentale 

(7) C/=:A(B/). 

Par conséquent, la succession des deux transformations finies Af 

et Uf équivaut à la transformation finie A(B/). 

Cela nous conduit en particulier à la conclusion suivante : 
(Considérons trois transformations finies quelconques S„, S^, S^.. On voit 

(|u'on a l'identité 

Prenons pour SfljS^, Se respectivement X,/, Xy/, Xa/. Les relations (7) 
du paragraphe I conduisent aux identités suivantes entre les quantités 

«M, ( ' ) 

(8) 2«/5iayA* = 2«/7ia*x/ (^y, ^^ ^ = «, 2, ...,/')• 

s s 

8. Les équations (6), où Ton regarde les b comme des paramètres, les 
a comme des variables et les c comme les variables a transformées, défi- 
nissent, comme on sait, un groupe qui est le groupe des paramètres' à\\ 
groupe primitif. Il est linéaire et homogène par rapport aux variables et aux 
paramètres, contient manifestement la transformation identique et est sim- 
plement transitif : il faut entendre par là que, étant donnés deux systèmes 
arbitraires de valeurs des a et des c, il existe un système de valeurs des 
paramètres.6 et un seul qui permet de passer des a aux c; autrement dit, le 



(») Ces relations peuvcnl aussi s'établir en démontrant directement que 

X,[Xy(X,./)] = X,[Xy(X*/)], 

identité vraie si les X/sont linéaires par rapport aux variables x. 
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(létcrminanl des coefficients des b dans les seconds membres des équa- 
tions (G) n'est pas identiquement nul. Cela résulte de la théorie générale 
des groupes; mais on peut le démontrer ici directement. En effet, si le 
déterminant des coefficients des b était identiquement nul, à chaque sys- 
tème de valeurs des a on pourrait faire correspondre un système de valeurs 
non toutes nulles des b tel que les c donnés par les formules (G) soient tous 
nuls. Mais, par la transformation S^ les x sont transformés en général en 
n formes linéaires x' indépendantes y et la transformation S^, effectuée sur 
ces quantités a', ne pourrait donner de résultats tous nuls que si tous les b 
étaient nuls, ce qui est contraire à Thypothèse. 

Il est facile de vérifier aussi directement que les équations (G) définissent 
un groupe. Considérons, en efîet, les r quantités 

A.p 
on a 

mais, d'après les relations (8), cette équation se réduit à 

P 

Ces relations (9) montrent, d'après les résultats du paragraphe I, que 
les transformations infinitésimales B/ engendrent un groupe bilinéaire et 
que les équations finies de ce groupe ne sont autres que les équations (G). 

Les formules (9) montrent de plus qu'il y a isoniorphisme entre les 
transformations finies du groupe des paramètres et celles du groupe pri- 
mitif, les quantités a étant les mêmes pour ces deux groupes. Cela veut dire 
que, si l'on établit une correspondance entre les transformations S^ et T^ 
du groupe primitif et du groupe des paramètres qui correspondent aux 
mêmes valeurs des paramètres, à la transformation S^S^ correspond la 
transformation T^l^. En particulier, le groupe des paramètres est son 
propre groupe des paramètres. 

9. Nous avons vu que les r' quantités a,A, devaient satisfaire aux r^ équa- 
tions (8). Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque. 

Fac, de T, — XIL B.2 
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Elaiil donne un système de /•' quantités OL^f^g satisfaisant aux r* (équa- 
tions (8) 

telles de plus que les r transformations infinitésimales 

( « o ) Wkf—^ (xnkr^ a,, -j^ 

soient indépendantes et que le symbole a, -y- -h... -h a^ y^ ^oit une cont- 

hinaison linéaire des Ba/? d (^'^i'^te certainement un système de r trans- 
formations infinitésimales indépendantes et linéaires X,/, ..., X^y 
telles que Voti ait 

s 

ces transformations engendrant un groupe bilinéaire. 
Il siiffil, on cflel, de prendre 



^kf ^^ Z^^hkQ^/i 






en refaisant les calculs du numéro précédent qui s'appuient uniquement sur 
les équations (8), on tombe sur les identités à démontrer. Il en résulte 
même que ce groupe est son propre groupe des paramétres et, par suite, 
simplement transitif. 

10. Etant donné un groupe bilinéaire défini par r transformations infini- 
tésimales indépendantes X,/, Xa /, .. ., X^/*, nous avons défini la trans- 
formation finie de paramètres a,, a..^ . . ., a^ et ayant pour symbole 

(m) ajX,/-h. ..-h^rX;./. 

Imaginons que nous remplacions les Xf par /• combinaisons linéaires 
indépendantes de ces mêmes quantités X', /, X!,/, ..., X^/. Alors la trans- 
formation finie (il) est représentée par un nouveau symbole 

(«^0 a;x;/+...-i-a;x',/, 

où les a' sont certaines combinaisons linéaires des a. Si nous prenons alors 
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les a! pour nouveaux paramètres, nous obtenons manifestement un nou- 
veau ^^roupe des paramètres, mais qui se déduit du premier en effectuant 
sur les variables et sur les paramètres une même substitution linéaire, 
celle qui permet de passer des a aux a\ Ces deux groupes sont dits sem- 
blaldes et ne doivent pas être regardés comme distincts. 

On peut donc dire qu'un groupe donné a une infinité de groupes des 
paramètres, mais ils se déduisent tous de l'un d'entre eux par le procédé 
indiqué plus haut. 

1 1 . Cela étant, considérons un groupe bilinéaire et simplement transitif. 
Je dis c\\xon peut toujours, par un changement de paramètres, faire en 
sorte que ce groupe soit son propre groupe des paramètres. 

Soient, en effet, ic,, a^a, ..., ^/i les variables, a,, «g, ..., a^ les paramè- 
tres. Le déterminant des coefficients des a dans les seconds membres des 
équations finies du groupe est, par hypothèse, non identiquement nul. Sup- 
posons donc que, pour x^ = x\^ x.^ = x'I, . . ., x^= x^j ce déterminant soit 
différent de zéro. Nous pouvons toujours faire un changement de paramè- 
tres de façon que la transformation S^ de paramètres a,, «.j, ...,«;, trans- 
porte le point (a;®, x^, ..., x^) au point (a,, a^? •••) ^n)'f autrement dit 
nous pouvons définir sans ambiguïté chaque transformation du groupe par 
le point A (a,, a^, .. ., a^) que cette transformation fait correspondre au 
point origine 0(x^^, .. ., x^). 

Cela étant, considérons deux transformations quelconques S^, S^ définies 
par deux points A(a,, a.,^ .. ., a^) et B(6,, ^j, . . ., lf„). La transformation 
S^S^ fera alors correspondre au point O d'abord le point A, puis le point 
transformé du point A par la transformation S^. Si donc Se est cette trans- 
formation, correspondant au point C, le point C est le transformé du point A 
par S^. Mais il y a une autre transformation qui fait passer du point A au 
point C : c'est précisément la transformation T^ du groupe des paramètres. 
Donc les deux transformations S^ et T^ font correspondre au même point A 
le même point C : elles sont identiques. Le groupe considéiv est donc 
identique à son gi^oupe des paramètres. 

Analytiquement, on peut choisir les transformations infinitésimales 
X|/, . .'., \nf d'un groupe simplement transitif de telle façon que^ si 
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on ait en même temps 

Ce théorème est dû à M. Study qui a démontré, d'une façon plus géné- 
rale, que tout groupe sin)plement transitif, linéaire et homogène par rap- 
])ort aux variables seulement, pouvait toujours être supposé linéaire et 
homogène par rapport aux paramètres et identique à son groupe des para- 
mètres. 

III. 

UELATIONS ENTIIE LES GROUPES lîILlNÉAlRES ET LES SYSTÈMES 

DE NOMBRES COMPLEXES. 

12. Nous avons, dans le paragraphe précédent, fait correspondre à 
toute transformation finie S,^ d'un groupe bilinéaire le symbole 

Nous allons maintenant introduire une autre représentation. Nous pouvons 
regarder l'ensemble des /* paramètres a,, a^, . . ., a^ comme constituant un 
nombre complexe d'espèce supérieure, (jue nous désignerons encore sym- 
boliquement par 

(i) a = âfiCi-h ^j^i-i- . . .-4- flr,.^;.; 

les e sont dits unités. Nous dirons qu'un nombre complexe est nul si les 
/• nombres /z,, a.j, . . ., a^ qui le définissent sont tous nuls. Nous définirons 
la somme des deux nombres complexes 

a = rt, e, H- a^e^-^- , . .->r (tr^i> 

par le symbole 

Nous définirons enfin le produit des deux nombres complexes a et A, 
symboles des deux transformations finies S^ et S^ par le nombre com- 
plexe c symbole de la transformation résultante S,.. Nous aurons donc, par 
définition, en conservant les notations des paragraphes précédents, 

( 3 ) c=zab =^(xuup Cl h f^k ^p = 2 ^P^P" 

A.A.p p 
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De l'origine même de cette définition résultent les propriétés suivantes 
du produit : 

Il y a cil général un seul nombre b qui, muUiplié x gauche par un 
nombre a, reproduise un nombre donné c; il y a en général un seul 
nombre a qui, multiplié a droite /?a/* un nombre donné b^ reproduise un 
nombre donné c. 

La multiplication satisfait aux lois distributive et associative; c'est- 
à-dire on a les identités 

(4) (a -\- b){c -\- d) :::^ ac -\- ad -^ bc -y- bd; 

(5) (ab)c = a(l)c). 

L'identité (4) est évidente; l'identité (5) résulte de la représentation des 
nombres complexes comme substitutions. 

Enfin, // y a un nombre complexe £ qui, multiplié à droite ou à gauche 
par un nombre complexe quelconque, reproduise ce nombre; c'est celui 
qui représente la transformation identique du groupe donné. On Tappclle 
le module du système de nombres complexes. 

13. Réciproquement, définissons un système de nombres complexes à 
r unités fondamentales e^, e.^^ . . ., ^r P^tr les lois suivantes : 

L'addition de deux nombres complexes est définie par la formule (2). 
Le produit de deux nombres complexes a et i est un nombre 

où Ton a 

(6) c^-=i^^ahk^a,^b^y 



h k 



les constantes a,vt, étant telles que le déterminant des coefficients des b dans 
les seconds membres des formules (6) n'est pas identiquement nul, de 
même que le déterminant des coefficients des a dans les mêmes expressions ; 
ces constantes étant, de plus, tellement clioisies que la multiplication satis- 
fasse à la loi associative exprimée par la formule (5) 

(4) {ab)c-=za{bc). 

Je dis alors que ce système complexe peut être regardé comme associé 
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de la façon qui a été dé finie au numéro précédent, à un certain groupe 
bilinéaire d'ordre r. 

En effet, d'abord la formule (:5) ne fait qu'exprimer les relations déjà 
considérées enlre les constantes a/^, 

(7) ^(^ist^jks — ^(^ijs^skt {i,J,^,t=ii,?., .. ., r). 

De plus, les r transformations infinitésimales 

(8) ^'/=2«*"^*^, 

sont indépendantes puisque le déterminant des -— est, par hypothèse, dif- 
férent de zéro. Enfin je dis que le système admet un module. 
Soit, en effet, 

un nombre complexe tel que les équations (6) puissent être résolues par 
rapport aux a. Soit e le nombre a ainsi obtenu lorsqu'on donne à c la 
valeur b^. On a alors 

Si maintenant a est un nombre complexe quelconque, on a 

de sorte que le produit de b^ par les deux nombres a et as est le même; 
d'après l'hypothèse faite sur b^^ il en résulte 

(9) GE^a. 

Si donc 

l'identité (9) montre que le symbole £<X|/-f- ... 4- £r^r/ se réduit à 

Les /• transformations (8) sont donc indépendantes; elles contiennent la 
transformation x, ~ H- ... -h x^ y—; et, enfin, elles satisfont aux relations 



X,(Xa/) = ^«/a-,X,/; 
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elles engendrent donc un groupe bilincaire, et le système de nombres com- 
plexes qui est associé à ce groupe est précisément le système considéré. 

14. En somme, nous avons fait correspondre ainsi, d'une manière uni- 
voque, les groupes des paramètres des groupes bilinéaires aux systèmes 
de nombres complexes satisfaisant aux conditions exprimées dans le 
numéro précédent. Comme, d'après le théorème du n^ 10, tout groupe bili- 
néaire simplement transitif peut être regardé comme son propre groupe 
des paramètres, nous avons établi une correspondance univoque entre les 
groupes bilinéaires simplement transitifs et les systèmes de nombres com- 
plexes. Ce dernier résultat est connu depuis longtemps et démontré en 
parliculier complètement par M. Study ; mais nos considérations sont plus 
générales, puisqu'elles établissent une correspondance entre un groupe 
bilinéaire quelconque et un système de nombres complexes. 

L'étude des relations (7), c'est-à-dire, en somme, l'étude des nombres 
complexes nous fournira, comme nous le verrons dans la suite, des résul- 
tats très généraux sur les groupes bilinéaires quelconques. De nombreux 
auteurs se sont occupés de cette théorie des nombres complexes; je vais la 
prendre à un point de vue qui nous donnera des résultats nouveaux pour la 
plupart et d'une grande généralité. 

IV. 

GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES DE NOMBRES COMPLEXES. 
SYSTÈMES DE LA PREMIÈRE CLASSE. 

15. Considérons un système de nombres complexes 

(i) X =1 x^ex-\- œ^e^-\- . . .^ Xre, 



r^ry 



OÙ les e sont des symboles, les x des nombres ordinaires, réels ou imagi 
naires. Nous supposons définies sur ces nombres les opérations fondamen- 
tales, addition et multiplication, 

(2) i 

f = (x, -h/i)e, -^. . .-h (j:-,.-h/;.)<^/-, 

i ,r/ = ( J7i e, -^ . . . -h XrCr) (/, e, -h . . . -+- yrCr) 

(3) '. ^ ^ 
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de telle façon que la multiplication satisfasse à la loi associative 

(4) (j^/)-==^(/-), 

et de telle façon aussi que les deux opérations inverses de la multiplication 
ou division, la première consistant à passer du premier facteur et du pro- 
duit au deuxième facteur, la seconde consistant à passer du second facteur 
et du produit au premier facteur, soient possibles en }i[énéral. 

Alors il existe un nombre e appelé module, tel que pour tout nombre 
X du système on ait 

(5) £j; = jr£ = £. 

Si Ton suppose l'existence d'un module^ il est inutile de supposer la pos- 
sibilité des deux divisions; car, si la première, par exemple, n'était pas 
possible, à cliaque nombre x correspondrait au moins un nombre y tel que 
xy fût nul ; or cela ne peut pas avoir lieu poury = £. 

Il est bien évident que si l'on prend, au lieu des unités c,, (\^^ ..., Crt 
/-nombres quelconques du système non liés par une relation linéaire à coeffi- 
cients ordinaires, on obtient un nouveau système qui ne doit pas être con- 
sidéré comme distinct du premier; les Xi subissent simplement une substi- 
tution linéaire. 

16. Etant donné un nombre x du système 

JC — X ^€ y — r~ X^ €^ -H • . • "t" X fC fj 

cberchons à déterminer un nombre y 
tel que l'on ait 

(6) xyz=uyy, 

OÙ (0 désigne un nombre ordinaire. 

La relation (6) se décompose dans les r suivantes : 

]^^//Aai**=W7, (5—1,2, ...,/•)• 

Si Ton veut que le nombre y ne soit pas nul, il faut que (o satisfasse à 
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l'équation 



2 ^i ^i 



11 



GJ 



^\^i^in 



^^'^i^irx 



(7) 



^j?!»/,, 2«3:,a/,,— G) ... 2^ X, «/ 



r2 



X j ^i^i\r ^^*^i^itv • • • x j *^i^irr 



(t) 



— O. 



Celte équation peut s'appeler Yéquation caractéristique du système, 
quoique ce nom ait été donné par certains auteurs à des équations d'une 
tout autre nature. Nous lui conserverons néanmoins ce nom, toute confu- 
sion étant impossible. 

Remarquons immédiatement que le terme indépendant de eu dans le 
premier membre de l'équation caractéristique est, d'après les hypothèses 
faites, différent de zéro. 

On pourrait considérer une deuxième équation caractéristique obtenue 

en partant de l'équation 

yx = oj. 

La considération de cette deuxième équation nous sera utile dans cer- 
tains cas. 

17. Supposons que l'équation caractéristique admette en général h 
racines distinctes et h seulement, et considérons un nombre x = a pour 
lequel cette condition est réalisée. Soient (o,, (O2, . . ., ^a ces racines. Alors 
il existe un nombre a, tel que l'on ait 



aoci =: ûJia, ; 



puis, si la racine (0| est multiple, un nombre ol\ tel que l'on ait 
puis un nombre a* tel que l'on ait 



= 0), a* -+- Xji a, -+- X„ ot\ , 






et ainsi de suite. Finalement, on fait correspondre à la racine co^, de multi- 
plicité m, , un système de m, nombres linéairement indépendants a, , a', , . . . , 

Fac. de T, — XIL B.3 
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a\"'~*^ tels que le produit de a par cliacun d'eux a,'^ soit égal au produit de 
ce dernier par eu plus une combinaison linéaire des précédents. 

On peut procéder de la même façon pour les racines co^, . . ., coy^, de sorte 
que nous avons déterminé r nouveaux nombres complexes linéairement 
indépendants, dont chacun appartient aune des racines co,, co^, ..., lo^^ 
ceux de ces nombres qui appartiennent à la racine co/ étant désignés par les 
symboles a,, a^, a^, . . ., a^'"* '*'. 

18. il résulte facilement de là que si, par exemple, le produit ax est 
égal à (oa; plus une combinaison linéaire de a,, a',, .. ., le nombre x est lui- 
même une combinaison linéaire de a,, a'^, Cela étant, il est facile d'en 

déduire successivement que a,a:, a, ic, a^a;, ... sont des combinaisons 
linéaires de a,, a'^, . . ., et cela quel que soit x. 

Donc le produit d^un nombre appartenant à la racine eu, a^^ec un 
nombre quelconque du système appartient encore à la racine eu,. Il en 
est de même pour les autres racines. 

19. Cela étant, considérons le module £ du système. Il peut toujours se 
mettre sous la forme 

un ou plusieurs des nombres £^, £2, . . , £a pouvant être nuls; £, appartenant 
à la racine co^, . . ., £/i à la racine co/,. 
Or prenons £a'/\ On a 

£ai'' — £, aV' 4- £2 3c''' 4- . . . 4- £/, (xf ; 

mais, d'après le numéro précédent, t2^^l^ appartient à la racine co^, ..., 
£/,a'/' à la racine (O/^. Comme le second membre doit être égal à a,", il en 
résulte qu'on a 

de même 

(9) £,«/— o, Eiyj^'=x^:\ ..., £;,«;'> 1=0, 

et ainsi de suite. 

Les nombres £,, £3, . . ., £>i peuvent être appelés modules par tieLs. 
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Considérons maintenant les nombres a,, a'p — On peut toujours sup- 
poser que les produits 

sont distincts et différents de zéro, les produits restants 

«j fil, «I 61, • • . > «1 Cl 

étant tous nuls. Le nombre a|£,, par exemple, fait partie des a,, a'^, .. ., et 
Ton a, d'autre part, 

(a,ei)ei=:ai(£iei) = «iei. 

Le produit de a,£< par e, n'étant pas nul, on voit que ce produit est une 
combinaison linéaire de a,,a^, . . ., a',''"*', et ce nombre est égal à son 
propre produit par e^. Comme on peut répéter ce raisonnement pour 
a'^e,, . . ., a'/'"*^,, il en résulte qu'on a 

(lû) ) 

De même, e, £2 étant nul d'après les formules (8) et (9), on a 

et si l'on considère les nombres a^,''^ . . ., a'|"*~", on peut les supposer choisis 
de telle façon que les q premiers se reproduisent lorsqu'on les multiplie 
par £2, les autres donnant un produit nul avec ce même nombre. On peut 
continuer ainsi de proche en proche. 

Finalement, on voit qu'on peut choisir avec £,, £3, . . ., £>i, rh nombres 
linéairement indépendanls du systèmcy yj,, y)2, ..., yj^aj ^(^Is que pour 
chacun d'eux y], il existe deux indices ce et ^ inférieurs ou égaux à h 
de façon qu'on ait 

(11) £2eYî =:YÎ£p = Y), 

tous les produits £,y], y]£y étant nuls pour i différent de a et j différent 
de^. 

L'ensemble des deux indices (a, P) constitue ce que M. Scheffers a appelé 
le caractère du nombre y]. 

On peut ajouter la remarque importante que, toutes les fois qu'on 
aura h nombres £,, . . ., t/^ satisfaisant a £^ := £,, £,£y = o, on pouF^ra faire 
la réduction précédente. 
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20. Le produit d'un nombre complexe de caractère (a, P) par un 
nombre complexe de caractère (y, S) est nul si ^ est différent de y et est 
un nombre complexe de caractère (a, S) si ^ est égal à y. 

Kn effet, soient yj et y]' ces deux nombres. On a, par hypothèse, 
Il en résulte qu'on a 

Mais si p est différent de y» ^p^y est nul et par suite aussi y]Y]'. Si ^ est égal 
à y, le produit y]Y]' peut être nul; mais, s'il ne l'est pas, il est certainement 
de caractère (a, S). 

Les modules partiels £,, e^,, ..., ^a peuvent eux-mêmes être considérés 
comme ayant respectivement les caractères (i, i), (2, 2), . . ., (A, h). 

L'existence de ces modules montre que la deuxième équation caractéris- 
ti(|ue admet au moins h racines distinctes. En effet, considérons le nombre 

a 1:1- .r,C| -h Xj£, -h . . . H- J^/i£/i9 

on a 

ce qui démontre bien la propriété. 

Comme nous aurions pu aussi bien partir de la deuxième équation carac- 
téristique que de la première, nous croyons que les deux équations carac- 
téristiques admettent, pour des valeurs arbitraires de x, le même nombre 
de racines distinctes, 

21. L'ensemble des nombres compl(»xes de caractère (i, i) forme lui- 
même un système de nombres complexes satisfaisant aux conditions énon- 
cées au début du paragra])he. En effet, le produit de deux nombres de 
caractère (1,1) est encore un nombre de caractère (r, 1); ce produit satis- 
fait à la loi associative et enfin ce système partiel admet un module qui 
n'est autre que £,. Si nous désignons par ///^p le nombre des unités indé- 
pendantes de caractère (a, ^), nous voyons que ce système des nombres de 
caractère (1, 1) admet //?,, unités indépendantes. Désignons ce système 
par L,. 

L' équation caractéristique du système X, ti admet qu'une seule racine 
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multiple d* ordre m,,. Car si elle en admettait plusieurs distinctes, en 
répétant sur le système 2, le raisonnement fait sur le système primitif, 
nous arriverions à trouver dans 2, au moins deux modules partiels £,, e'j, 
et l'équation caractéristique du système primitif, obtenue en partant du 
nombre 

admettrait, contrairement à l'hypothèse faite, h -h i racines distnictes, à 
savoir x\^ x\^ a;^, . . ., a;>i, et cela en vertu des équations 



Il If ft I* 



H résulte de là que le premier membre de l'équation caractéristique de 
2, est la puissance m'*"* d'un facteur linéaire. Par suite, on peut supposer 
choisies les unités de 2, de telle façon que e, soit une de ces unités et que 
pour toutes les autres l'équation caractéristique n'admette que des racines 
nulles. 

Si Von appelle nombre pseudo-nul d'un système un nombre pour 
lequel Vcquation caractéristique n'a que des racines nulles^ on voit que 
le système 2, d'ordre m,, admet ///,, — i unités pseudo-nulles et que 
tous les nombres qui s'en déduisent linéairement sont également pseudo- 
nuls. 

21. Un nombre pseudo-nul du système 2, est également pseudo-nul 
pour le système primitif 2. Soit, en effet, r\ un de ces nombres, néces- 
sairement distinct de £,. Supposons que Téquation caractéristique du sys- 
tème 2 obtenue en parlant du nombre y] admette une racine co différente 
de zéro. Alors il existe un nombre X, du système tel que l'on ait 

Ce nombre X^ est évidemment une somme de nombres ayant chacun un 
caractère déterminé; comme r\ est de caractère (i, i), on voit que t ne 
peut être qu'une somme de nombres de caractères (i, i), (i, 2), ..., (i, h)- 
Supposons qu'il y ait dans cette somme un nombre y]' de caractère (i , a). 
Alors on voit immédiatement que l'on a aussi 
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Cela étant, l'équation caractéristique obtenue en partant du nombre 
admet h -h i racines distinctes. On a, en effet, d'abord les relations 

De plus, le nombre /) étant pseudo-nul dans le système 2, il existe au 
moins un nombre y]" de ce système tel que le produit rçr^' soit nul; on a, 
par suite. 

L'équation caractéristique admettrait donc les h -f- 1 racines distinctes, 
•^1» ^1 "^y? ^2? " "i ^hi ce qui est impossible. 

23. Etant donnes un nombre pseudo-nul y] d'un système 2 de 
nombres complexes et un autre nombre quelconque u du même système, 
il existe un entier positif m tel que le produit rf^u soit nul. Posons, en 
effet. 



• ■ • • 



Supposons que les nombres u^ w,, w^, . . ., ;/,„_| soient linéairement indé- 
pendants, mais que u^ soit une combinaison linéaire des précédents; ce 
fait se présentera certainement pour un nombre m qu'on peut même 
affirmer au plus égal à r -i- i. Supposons donc 

7) //,;,_j=r Xm -1- X, W, -h ... -h l,„-x W/M-i, 

les A désignant des nombres ordinaires. Cherchons à déterminer un nombre 
différent de zéro 

r=: p // -h p, W, -h . . . -h p,n-\ "m-l y 

tel que Ton ait 

on obtiendra en co l'équation 

w"» — X,„-, Cl)'"-* — X;„_, fo'"-' — . . . — X, ù) — >. = o. 

D'après l'hypothèse faite sur yj, il faut que cette équation n'admette que 
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des racines nulles, c'est-à-dire que tous les X soient nuls. Donc, enfin, on a 

yî//,„_,z=: y)"«M = O, C. Q. F. D. 

24. On peut déduire de là que la deuxième équation caractéristique 

obtenue en partant d'un nombre pseudo-nul y] n'admet y comme la pre- 

mièrCj que des racines nulles. Si non, en effet, il existerait un nombre 

complexe a, tel que Ton eût 

an •=. ûja, 

où (0 désigne un nombre ordinaire. On déduit de là 



• ■ • • 



Mais, d'après le numéro précédent, appliqué au cas où u est égal à y), il 
existe un entier m tel que y]'"y] = y]'"^' soit nul; par suite, on aurait 



^^/,H.l_ ^,«4-1^—0^ 



ce qui est contradictoire avec l'hypothèse co :^ o. 

Ce théorème complète ce qu'il y avait d'un peu factice dans la définition 
des nombres pseudo-nuls. 

Il résulte, en particulier, de là qn^étant donné un nombre complexe 
quelconque w, il existe toujours un entier n tel que ur{* soit nul, 

25. Tous les nombres du système^ qui appartiennent à un carac- 
tère (a, P) à indices différents sont pseudo-nuls, d'après la loi de multi- 
plication des caractères (n** 20). 

Le produit d'un nombre pseudo-nul de caractère (i, i), par exemple, 
par un nombre complexe quelconque de même caractère est un nombre 
pseudo-nul. Si, en effet, r\ est le nombre pseudo-nul considéré et u un 
nombre complexe quelconque de caractère (r, i), on a une équation de la 
forme 

a ei b étant des nombres ordinaires, y]' étant pseudo-nul. Il en résulte 

quel que soit l'entier m au moins égal à 2. Or, nous savons (23) qu'il existe 
un entier m tel que yf'u soit nul; considérons le plus petit de ces entiers; 
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alors Tj"'"* csl différent de zéro, et Téquation 

n'est possible que si a est nul, puisque Y)' est pseudo-nul 
Le produit y)w est donc bien pseudo-nul. 



V. 

SYSTÈMES DK NOMBRES COMPLEXES POUR LESQUELS l'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE 

SE DÉCOMPOSE EN ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

26. Tout ce qui précède se rapporte à des systèmes de nombres com- 
plexes quelconques. Nous allons maintenant séparer les systèmes de 
nombres complexes en deux grandes classes, 

La première classe est formée des systèmes dont l'équation caracté- 
ristique se décompose en équations linéaires. 

La seconde des systèmes pour lesquels le premier membre de V équa- 
tion caractéristique admet un ou plusieurs facteurs irréductibles de 
degré supérieur au premier. 

Nous verrons que cette distinction est indépendante de l'équation carac- 
téristique dont on part. Nous trouverons y de plus y un procédé simple pour 
déduire tous les systèmes de la seconde clause de ceux de la première. 

27. Prenons donc un système de la première classe. Supposons, comme 
dans le paragraphe précédent, que l'équation caractéristique admette h 
racines distinctes; ces racines seront, par hypothèse, des formes linéaires 
de x^^ X2, . . ., x^ (n® 16). Autrement dit, les racines de l'équation caracté- 
ristique relative k u -h v sont les sommes des racines des équations carac- 
téristiques relatives à ;/ et à v. On peut dire encore que la somme de deux 
nombres pseudo' nuls du système est un autre nombre pseudo- nul. 

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment on pouvait 
trouver h modules partiels e,, e^, . . ., ih- Nous pouvons prendre ces h mo- 
dules pour h des unités du système et faire en sorte que les r — k = k 
autres y],, yjj, ..., y)^ soient toutes des nombres pseudo-nuls (21, 25) et 
que chacune appartienne à un caractère (a, P) parfaitement déterminé. 
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On volt alors que tout nombre 

est pseudo-nul, d'après l'hypothèse faite sur l'cquation caractéristique. 

28. Le produit d/un nombre pseudo-nul du système par un autre 
nombre complexe quelconque est un nombre pseudo-nul. Remarquons 
d'abord que si l'on désigne par 

un nombre complexe quelconque du système, la condition nécessaire et 
suffisante pour que ce nombre soit pseudo-nul est que tous les x soient 
nuls. 

Cela étant, prenons un nombre complexe quelconque u ; il suffit de dé- 
montrer que les k produits y), w, r\,^u^ . . ., yj^w sont pseudo-nuls, car alors 
le produit d'un nombre pseudo-nul quelconque par u sera une combinaison 
linéaire de nombres pseudo-nuls et, par suite, sera pseudo-nul. 

Prenons d'abord une des unités r\ appartenant au caractère (i, i). Si 
l'on regarde u comme une somme de nombres appartenant chacun à un 
caractère déterminé, le produit total sera une somme de produits partiels 
appartenant aussi chacun à un caractère déterminé et le seul de ces produits 
qui puisse donner un nombre non pseudo-nul s'obtient en multipliant y] 
par un nombre de caractère (i , i). Mais nous avons vu (25) que le produit 
d'un nombre pseudo-nul de caractère (i, i) par un autre nombre de carac- 
tère (i, i) est toujours pseudo-nul. 

Prenons maintenant une unité r\ appartenant au caractère (i, 2), par 
exemple. On voit, comme précédemment, qu'il suffit de se ramener au cas 
où u appartient au caractère (2, i). Supposons donc que l'on ait 

(2) Y)M =r ae, -h ^Ç, 

aci b étant des nombres ordinaires et ^ un nombre pseudo-nul de carac- 
tère (i , i). Je dis alors que, si a est différent de zéro, le nombre wy) ne peut 
pas être pseudo-nul. Sinon, en effet (24), il existerait un entier m tel 
qu'on eût 

Fac, de T, - XII. B./j 
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Mais cette égalité peut s^écrire 

(3) (yî^/)'«y3 = o; 

il est, d^aulre part, facile de voir, de proche en proche, que (yjw)'" est de 
la forme «"*£, •■^'Q"'\ J^^"'^ étant un nombre pseudo-nul, et cela, en tenant 
compte du résultat précédemment établi que le produit de deux nombres 
pseudo-nuls de caractère (i, i) est pseudo-nul. L'équation (3) devient 
alors, puisque yj est de caractère (r, 2), 

ce qui est impossible si a est différent de zéro, puisque ^^'"^ est pseudo-nul. 
On peut donc ajouter à Téquation (2) une équation de la forme 

(4) n-n=a'e,-hb'^', 

^' étant un nombre pseudo-nul de caractère (2, 2) et a' étant différent de 
zéro. 

Cela étant, je dis que, si p désigne un nombre quelconque de caractère 
(2, 1), on ne peut pas avoir 

on aurait, en effet, 

ce qui est incompatible avec les hypothèses que a' n'est pas nul et que ^' est 
pseudo-nul. Il en résulte que, y]P étant de caractère (i , i), il y a au moins 
autant de nombres indépendants de caractère (1,1) que de caractère 

(2,.). 

De même, w désignant un nombre quelconque de caractère (r , 1), on ne 
peut pas avoir 

Mil' =:: O, 

car on aurait 

ce qui est encore impossible. Il y a donc autant de nombres indépendants 
de caractère (2,1) que de caractère (i , i). 

De ces deux faits résulte la conséquence qu'on peut toujours déterminer 
un nombre v de caractère (2, 1), de telle façon que le produit y]P soit un 
nombre donné quelconque de caractère ( r , 1 ), par exemple e, . 

Finalement, il existe deux nombres y), v de caractères (r, 2) e/ (2, 1) 
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satisfaisant à la relation 

(5) rir = £i. 

Par suite, on a 

(6) (ri-4- (0(£i4- r)=:£,4- r. 

Le nombre yj -i- (^ ne serait donc pas pseudo-nul, ce qui est impossible, 
d'après les hypothèses faites, puisque c'est la somme de deux nombres 
pseudo-nuls. 

Le théorème est donc finalement démontré et Ton peut, en le générali- 
sant d'une façon évidente, l'énoncer de la façon suivante : 

Le produit d^un nombre complexe pseudo-nul par un nombre com- 
plexe quelconque^ de même que le produit d'un nombre complexe quel- 
conque par un nombre pseudo-nul sont des nombres pseudo-nuls. 

29. Cela étant, l'ensemble des nombres pseudo-nuls du système 
donné £ forme lui-même un système a jouissant des propriétés suivantes : 

La somme et le produit de deux nombres de a fait encore partie de a, et, 
de plus, l'opération de la multiplication satisfait à la loi associative. Mais 
ici la division est impossible; autrement dit, étant donné un nombre arbi- 
traire de (J, il n'est pas possible de trouver un autre nombre qui, multiplié 
par le premier, reproduise un nombre donné. On peut dire encore que le 
système a n'admet pas de module. 

D'une façon plus précise, étant donné un nombre yj de a, il est impossible 
de trouver un nombre u tel que l'on ait une relation de la forme 

nu := cou, 
0) étant différent de zéro. 

Les modules partiels £,, e^, . . ., e>i de L ne vont plus maintenant jouer 
qu'un rôle accessoire, et tout revient à étudier le système a. 

30. Supposons, d'abord, que a contienne une seule unité indépendante y). 
On aura alors nécessairement 

n^=an, 

a étant un nombre ordinaire; mais, d'après les propriétés de a, ce nombre 
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est nécessairement nul. Par suite 

(7) V-=o. 

Il n'y a donc qu'une seule loi possible de multiplication pour les sys- 
tèmes (J d'ordre i . 

Supposons, maintenant, que a contienne deux unités indépendantes yj, 
ety)2. 11 existe, certainement, au moins un nombre du système qui, mul- 
tipliée par Y),, donne un produit nul. Supposons, d'abord, qu'il y en ait un 
seul indépendant; ou bien il est multiple de yj,, ou bien il en est indépen- 
dant et, par suite, peut être pris pour yja. On a donc les deux cas suivants : 

i*" •n] = o, fiifii^arii-h brii, 

dans chacun des cas les nombres a et b n'étant pas tous les deux nuls. 
Prenons d'abord le premier cas : on en déduit 

d'où l'on déduit que b est nul et, par suite, aussi a, sinon yj^ ne serait pas 
pseudo-nul. Le premier cas est donc impossible. 
Dans le second cas, on a 

d'où l'on déduit que a est nul et, par suite, b doit être différent de zéro. 
On a donc 

• (8) n\= bn^, YîjTni^o (^^o). 

On déduit de là que (vii ^12)^1 ^st nul et, par suite, que yj, yj.^ est propor- 
tionnel à y)2, ce qui n'est possible que si y), y), est nul. Enfin, on voit de 
même que r\\r\^ est nul et, par suite, aussi r\i. Finalement, la loi de la 
multiplication est exprimée par les formules 

(9) r\\ = br\^y YÎ,Yî,=:Trî,YîiZz:Tnîz=:0. 

Enfin, il nous reste à supposer que tous les nombres du système, multi- 
pliés par yj, , donnent des produits nuls, ce qui est exprimé par les formules 

(10) tqJz= y),yji=io. 
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On a alors 
d'où l'on déduit 

rti{cYii'\-dr]i) =d{cni -^dn^), 
relations qui entraînent 

b=:o, d =10, 

et, par suite, aussi 

a z= o. 

En échangeant y)i et y]2 et remplaçant c par b on retombe sur les for- 
mules (9), mais où b peut être nul. 

31. Nous allons maintenant démontrer, d'une manière générale, le 
théorème suivant : 

Étant donné un système a de nombres pseudo-nuls contenant k unités 
indépendantes yJo yi2> • • •? t^a» ^^ peut supposer choisies ces k unités de 
telle façon que le produit de deux unités riiy r\j ne dépende que des 
unités dont V indice est supérieur aux deux indices i^j. 

Le théorème est vrai pour ^ = i et A = 2, comme cela résulte des for- 
mules (7) et (9). Nous allons le supposer vrai pour i, 2, . . ., A — i et le 
démontrer pour k. 

Considérons donc un système a àe k unités, yJi, Tr]jj, . . ., y]^. Il existe cer- 
tainement au moins un nombre complexe u tel que le produit y), u soit nul. 
Je vais d'abord démontrer qu'// existe un nombre u tel que tous les pro- 
duits r^^u^ ri^u, .. ,j riftU soient nuls. 

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Cherchons tous les 
nombres u pour lesquels le produit y], u est nul ; il se peut que parmi ces 
nombres il y en ait pour lesquels 7)2 w est nul ; il se peut, de même, qu'il y 
en ait pour lesquels y),w, 7)2^, rizU soient nuls à la fois; mais, par hypo- 
thèse, on ne pourra pas continuer ainsi indéfiniment. Supposons donc qu'il 
existe n nombres indépendants et n seulement w,, u^j . . ., u„ tels que tous 
les produits 

soient nuls, mais tels que, pour aucun des nombres u se déduisant linéai- 
rement de w,, W2, ..., «rt, le produit Y],;;^, M soit nul. On peut manifeste- 
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ment supposer que les nombres y],, yjj, . . ., y)^^ forment un système cr, de 
nombres pseudo-nuls, c'est-à-dire que le produit de deux d'entre eux se 
déduise linéairement de yj,, y]2, ..., Y)m; car de 

par exemple, on déduit 

(Trî,ri,)///=:o, 

ce qui montre qu'on peut ajouter aux nombres j^y)i -h. . .-l-^,„y]m le 
nombre yj^yja s'il n'en fait pas déjà partie. 

Le nombre m étant inférieur à /Ir, nous pouvons appliquer au système cr, 
le théorème à démontrer et supposer que le produit y)/Y]y(/, y ^m) ne dé- 
pend que de y)/^.,, y]/^.^, . . ., yi,„, si i est le plus grand des nombres i et y. 

32. Cela étant, les n nombres y],„^-, w,, r^ni-^^u^, .*., r^m-^-ï^n sont certai- 
nement linéairement indépendants, sans quoi un des nombres y],„^., ii serait 
nul. Appelons-les r,, (\j, . . ., cvn de sorte que 

Je dis maintenant qu'étant donné un nombre quelconque de a, soit v^ il 
existe toujours un nombre yj de a, tel que le produit r\ç soit une combinai- 
son linéaire non nulle de W|, Wa, . . ., w^, si le nombre v lui-même ne l'est 
pas déjà. En effet, considérons le produit T^m^\ On a, d'après le numéro 
précédent, 

ce qui montre ou bien que fi^v est nul, ou bien que Y];„r est une combinai- 
son linéaire de M|, u.,^ . . ., w^,. Si c'est le dernier cas qui a lieu, la proposi- 
tion est démontrée. Sinon, on a 

Prenons alors y];„_| (^ ; on verra, comme tout à l'heure, que ce produit est 
nul ou est une combinaison linéaire de w,, u.^^ . . ., w^, et ainsi de suite. Ou 
bien un des nombres yjp sera une combinaison linéaire de w,, w^? • • •> '^^ 5 
ou bien tous les nombres yjc^ seront nuls, et alors v lui-même sera une com- 
binaison linéaire des u. 

Appliquons cela aux nombres r,, r^, .... r^, c'est à -dire aux nombres 
^w-hi ^1 ? ^w+i ^^2j •'"> ^wi+^i '^/i- Nous voyons alors qu'à chacun u^ des nombres 
w,, «2, . . ., Un on peut faire correspondre un nombre Ç, du système a tel 
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que J^i^^i, ^2^-2^ --M ^n"/i ^<^ dépendent que de «/,, w^, ...> w,,, ce^ ^/'o- 
duits étant différents de zéro. 

33. Partons maintenant de m, et considérons le nombre ^, m,, il ne peut 
pas être proportionnel à w,, puisque 2^, est pseudo-nul. On peut donc 
prendre ce produit pour nombre «a? puis ^2^2 pour nombre w, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu'on tombe sur une combinaison linéaire des nombres u 
précédemment utilisés. Soit donc 

les constantes X n'étant pas toutes nulles ; on peut môme supposer que X, 
est différent de zéro. On déduit de là 

égalité qui est impossible, le premier facteur du premier membre étant un 
nombre pseudo-nul. 

34. Il résulte de là que Thypothèse adoptée ne peut pas se présenter et 
que, par suite, l'un au moins des nombres u est tel que y];^,^, w soit nul. En 
continuant de proche en proche, on démontrée donc l'existence d'un 
nombre u tel que tous les produits yIi w, . . ., yj^w soient nuls. 

Supposons qu'il y ait exactement n nombres indépendants w,, Wj, . . ., «^j 
jouissant de cette propriété, je dis maintenant qu'il y a au moins un 
nombre w, combinaison linéaire de W|, U2j . . ., u^j tel que tous les pro- 
duits uri soient nuls. 

En effet, d'abord tous les produits w^yi, u^^ri^ ..., u^t] sont des combi- 
naisons linéaires de W|, w^, . . ., u^, puisqu'on a, quel que soit le nombre r^^J 

Il résulte de là que, étant donné un nombre quelconque vj, il existe un 
nombre w, combinaison linéaire de w,, w^, . . ., w„, tel que wy] soit nul. Sup- 
posons, d'une manière plus générale, qu'il y ait/? nombres indépendants w, 
et p seulement w,, Wj, . . ., ;/^, tels que tous les produits 

^wniy Uifii, ..., Uin,n (m < A; t= I, 2, . . ., yy) 
soient nuls. Je dis qu'il y a un nombre u = x-, w, -i-. . .-h x^;/^ pour le- 
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quel urim^i est nul. Il suffit de refaire le raisonnement des paragraphes 
précédents, en le modifiant un peu. Nous voyons alors, ce point admis, 
qu'en procédant de proche en proche, on arrive à un nombre u pour lequel 
tous les WY] sont nuls. 

35. Finalement nous avons démontré qu'il existe dans le système c 
un nombre qui, multiplié à droite ou à gauche par un nombre quel^ 
conque de a, donne un produit nuL Nous pouvons prendre ce nombre 
pour unité y]^, el nous voyons qu'on a 

(12) fiifik^rikriizizo (11=1, 2, . .., A). 

Gela étant, dans les formules 

qui donnent la loi de multiplication du système a, supprimons dans les se- 
conds membres les termes en y]^ ; autrement dit considérons A* — i unités 
t^^ !^2> • • -7 ^A-i telles qu'on pose 



s = k—\ 



KiKj— 2 ^'j'^' (f,y=ii,2, ...,/' — I). 



s = \ 



Je dis que la multiplication ainsi définie satisfait encore à la loi associa- 
tive, c'est-à-dire que l'on a, quels que soient les indices X, jx, v. 

Il suffit, en effet, de considérer l'identité 

On peut, dans le produit des deux nombres ri\r\^ et y]v, supprimer les 
termes en r\^ du premier facteur, puisqu'ils ne donnent rien, multipliés 
par yjv; mais alors y)xY)j|. devient une expression r\' composée avec y],, 
^2î •••7 ^A-i comme t{C^ est composée avec ÎI,, ^o, ..., tf^_^'^ par suite, si 
Ton supprime du produit yj'y)^ les termes en y];^, on obtient une expression 
composée avec Y),, y]2, ...,Y))t_<, comme (ÎIxCji)î^v l'est avec î^,, ^^î .-m^a-m 
et cette expression s'obtient simplement en supprimant du produit (Y;xY)|i.)rjv 
les termes en yj^t. En répétant le raisonnement pour ^ix(TQiiTr]v), on arrive au 
résultat cherché. 
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36. Nous pouvons maintenant appliquer au système des k — i unités X^ 
le théorème supposé vrai. On voit alors que dans les constantes P/y„ où 
ï, y, s sont inférieurs à A*, on peut supposer s supérieur à chacun des 
nombres ieVj, Par suite, comme pour i on j égal à A*, les constantes sont 
nulles, on voit que la règle est encore vraie lorsqu'un ou plusieurs des 
indices /, y, s sont égaux à A^. 

On peut donc choisir les unités Y),, yjj, . . ., 7]^ de (7 de telle sorte que le 
produit r\ir\j ne dépende que de y],vi ^ - . .^rif^ si i est supérieur ou égal àj\ 
et de y)y+., , . . ., yJa -^O ^^^ supérieur ou égal à i. 

37. Dans ce qui précède, nous n'avons pas respecté la convention sup- 
posée au début du paragraphe, d'après laquelle les unités y),, y]2, ..., y]* 
étaient supposées appartenir chacune à un caractère déterminé. Mais il est 
facile de voir comment on peut lever cette difficulté. 

Supposons, en elfet, que l'unité y])^ déterminée dans les paragraphes pré- 
cédents n'appartienne pas à un caractère déterminé ; alors elle est une 
somme de nombres appartenant chacun à un certain caractère. Multiplions 
alors y)A par un nombre y) appartenant au caractère (a, P) par exemple ; le 
produit est une somme de produits partiels dont chacun est nul ou appar- 
tient à un caractère déterminé distinct, et comme ce produit total doit être 
nul, il faut que chacun des produits partiels le soit. On reconnaît ainsi que 
chaque terme de la somme qui forme y]^ jouit de la même propriété que t]^. 
Par suite, on peut prendre l'un d'eux pour yjj^, c'est-à-dire supposer que 
Tnnité y]^ appartient à un caractère déterminé. Il en est de même de proche 
en proche pour les autres. 

38. Nous avons finalement le théorème suivant qui résume tout ce para- 
graphe . 

Étant donné un système de nombres complexes d'ordre r, pour lequel 
l'équation caractéristique se décompose en équations linéaires^ on peut 
toujours choisir les r = h-\-k unités de ce système e,, ^2, ..., e^, r^,, 
^2) • • •? ^Aî de telle façon que les conditions suivantes soient réalisées : 

i^ Le carré d'une des unités e, , ^2, . . ., 6»;^ est égal à cette même unité, 
ies produits de deux unités e différentes étant nuls ; 

2** A chaque unité r\ on peut faire correspondre un couple de deux 
indices ol^ ^ inférieurs ou égaux à /t, qui constituent le caractère de 

Fac. de T, — XIL B.5 
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rrffr unité, et tels que les deux produits f?»?), yjf'p sont égaux à tj, ious 
tes autres produits ^^y;, r^ej étant nuls ; 

.'V* Le produit de deux unités y] dont la première est de caractère (a, ^) 
et la seconde de caractère (y, ô) est nul si ^ est différent de y, et est une 
combinaison linéaire des unités de caractère (a, S) si ^ est égal à y; 

\'^ Le produit de deux unités r\i^ r^j d'indices i et j est une combinai- 
son linéaire des unités y] dont l'indice est supérieur à chacun des in- 
dices i et j. 

Il est bien évident que les constantes qui restent dans Texpression des 
produits T^ifij ne peuvent pas être prises arbitrairement. Elles doivent tou- 
jours être telles que la loi associative soit vérifiée. 

39. Supposons réciproquement qu'un système de nombres complexes 
satisfasse aux conditions énoncées dans le numéro précédent. Je dis que son 
équation caractéristique se décompose en équations linéaires. Nous allons, 
pour cela, ranger les unités dans Tordre suivant : e,, puis les unités y] de 
caractère (i, i), (2, 1), . . ., (A, i) dans Tordre de leurs indices croissants ; 
ensuite e^ et les unités y] de caractères (i, 2), (2, 2), ..., (A, 2), dans 
Tordre de leurs indices, et ainsi de suite. Soient ^|, Ç,, ..., ^r les unités 
ainsi rangées et désignons par 

un nombre complexe quelconque du système. Enfin nous désignerons par 
/^a^ le nombre des unités r\ de caractère (a, P), et nous poserons 

Si nous nous reportons à la forme (7) (n° 16) de Téquation caractéris- 
tique 



(i3) A^- 



^^^i^txt ^^la/iî— w ^^'^' 



rî 



^^/«/ir ^^*'i^itr ^*'i^i 



rr 



Cl) 



= 0, 



nous voyons que tous les éléments du déterminant du premier membre qui 
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sont dans Tune des /^, premières lignes et dans l'une des r — n^ premières 
colonnes sont nuls. En effet, il n'entre dans ces éléments que des con- 
stantes a,)ji. pour lesquelles X est supérieur à /i,, c'est-à-dire correspond à 
une unité dont le caractère n'a pas i pour second indice, et [jl est au plus 
égala /^^, c'est-à-dire correspond à une unité dont le caractère a i pour 
second indice ; or, le produit d'une unité quelconque ^/ par une unité î^x de 
caractère (a, 2), (a, 3), ..., (a, h) ne peut pas dépendre d'unités t^ de 
caractère (1, i), (2, i), ..., (A, i). 

Il résulte de là que le déterminant A contient en facteur un déterminant 
d'ordre n^^ celui qu'on obtient en prenant les /i, premières lignes et les /z, 
premières colonnes du déterminant A. 11 contient, de même, en facteur A — i 
autres déterminants d'ordre aIj, /^3, ..., 11^* 

. Considérons alors le premier de ces déterminants. Toutes les con- 
stantes a/, , sont nulles, sauf a, , , qui est égal à 1 ; de plus les constantes a/y^^ 
ne sont différentes de zéro que si [jl est supérieur à i et X, sauf les con- 
stantes a,)x qui sont égales à Tunité. Il en résulte que, dans le premier 
déterminant partiel, tous les éléments qui sont en haut et à droite de la 
diagonale principale sont nuls et ceux de la diagonale principale se ré- 
duisent tous à z, — (o = oTi — (0, 

Par suite ce déterminant se réduit à {x^ — (o)"» et l'on a pour A la va- 
leur 



(«4) 



A zzz^x^—- ci))'*«(^î— &))'*« . . . {jon— Cl))'**. 



Cette formule démontre la réciproque. 



40. Mais il y a plus. Si l'on considère la deuxième équation caractéris 
tique 



(i5) 



ùi'z= 



^-/«i/î 2^z 



^i<^ui— w 



^-s/aiiY 2^ Zicx^i, 






=rO, 



on peut répéter sur le déterminant A' les mêmes raisonnements que sur le 
déterminant A, mais en supposant ici les unités rangées de telle sorte que 
l'on ait d'abord les unités de caractères (i, 1), (i, 2), ..,, (i, A), puis celles 
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de caractères (2, i), (2, 2), ..., (2, A), et ainsi de suite. En posant alors 
on voit que A' prend la forme suivante 

L'équation (iG) montre donc que le deuxième déterminant caractéristique 
se décompose, lui aussi, en facteurs linéaires, et de plus que ces facteurs 
sont les mêmes que ceux du premier, aux ordres de multiplicité près. 

4 1 . Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si une des équations caractéristiques d\ui système de nombres com- 
plexes se décompose en équations linéaires, il en est de même de l'autre; 
les racines sont les mêmes dans ces deux équations, aux ordres de mul- 
tiplicité près; enfin il n'y a aucune relation linéaire à coefficients con- 
stants entre ces racines. 

Il est bon d'ajouter que les modules partiels 6',, e^^ •••) ^a qui entrent 
dans l'énoncé du n*^ 38 ne sont pas toujours déterminés sans ambiguïté. 
Prenons par exemple h = 2, k = 1 et supposons que l'unité Y] soit de carac- 
tère (i , 2). On vérifie facilement qu'en prenant ^1 -h Y), ^3 — y] au lieu de e, 
et ^2 la loi de multiplication reste la même. Il faut et il suffit d'ailleurs (ic)) 
que les h noui- elles unités e\^ . . ., e\ satisfassent aux relations e^ = ^,, 
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Mais ce qui est déterminé sans ambiguïté, ce sont naturellement les 
entiers //, X:, /^,, z/^, ..., /?/,? ^^) u'.^^ ..., /^)^, et aussi tous les entiers n^^. 
Pour se rendre compte de ce dernier point, remarquons que les nombres 
pseudo-nuls du système sont déterminés sans ambiguïté. Il en esl de même 
parn)i eux de ceux dont le produit, à droite ou à gauche, par un nombre 
pseudo-nul quelconque, est nul; appelons !^,, (^2, ... celles des unités yj,, 
yj2, ..., T^k du n^ 38 qui satisfont à cette condition. Ceux des nombres 
pseudo-nuls dont le produit par un nombre pseudo-nul quelconque ne dé- 
pend que des X, sont alors déterminés sans ambiguïté, à des nombres X, près; 
désignons celles des unités y] qui satisfont à cette condition par 0,, Oj, . . .; 
et ainsi de suite. Si nous partons d'un système de modules partiels e,, 
^2, . . ., e/j déterminé, nous pouvons supposer que les unités ?^, 0, . . . appar- 
tiennent à un caractère déterminé par rapport à ce système de modules. 
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Tout nouveau système de modules partiels s'obtiendra manifestement en 
prenant 

les 7)''^ étant des nombres pseudo-nuls convenablement choisis; cela résulte 
de ce que l'ensemble des nombres ^'i ^i -h/i v]i -H. . .-H/a^â s'obtient en 
égalant à zéro les A — i dernières racines de l'équation caractéristique et, 
par suite, cet ensemble est indépendant du système de modules choisi. 

Cela étant, si ^, appartenait au caractère (a, P), il en est encore de 
mémo maintenant, puisque tous les yj-'^î^, et î^, yj^'^ sont nuls. Prenons main- 
tenant un des nombres appartenant maintenant au caractère (a, P); il est 
de la forme 

on a 

d'où l'on déduit, en prenant les termes indépendants des s. 

Le nombre Oq 4- ^o peut donc être obtenu en ajoutant un nombre î^ à un des 
nombres qui avait le caractère (a, P). On peut procéder ainsi de proche 
en proche. On voit que l'on peut prendre de nouvelles unités y] ayant cha- 
cune un caractère déterminé et provenant chacun d'une ancienne unité de 
même caractère. Les nombres //«^ sont donc restés les mêmes. 

42. Pour chaque système de iwmhres complexes de la première 
classe, nous aions donc un certain nombre d'entiers lnvarlvnts, à sai'oir 
d'abord le nombre r des unités indépendantes, le nombre h des racines 
distinctes de l'une quelconque des équations caractéristiques, et enfin 
un tableau carré de A^ entiers. 

On peut facilement déduire de là que si deux systèmes de nombres com- 
plexes de la première classe sont donnés chacun par r unités e^, e^, ..., ef^^ 
^1? ^2? •••) ^A? les h premières étant des modules partiels et les A' autres 
appartenant à un caractère déterminé, les deux systèmes seront distincts 
ou non suivant d'abord que les deux séries de nombres A, n^^ seront ou non 
différentes et ensuite suivant qu'il sera impossible ou non de remplacer les 
unités 7) de caractère (a, ^) d'un des systèmes par d'autres unités de même 
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caractère de façon que la loi de mulliplication des y) devienne la même pour 
les deux svslèincs. 

Cherchons, par exemple, tous les systèmes de première classe pour les- 
quels /r = 2, //,, = /ij2 = I, /i,j=2, //2, = o. Appelons y], y]', r^", yj*' les 
(juatre unités pseudo-nulles, appartenant respectivement aux caractères 
(i, i), (2, 2), (i, 2) et (1, 2). Il n'y a que les produits r^Y]", yjyi", yj^r/, yj^yj' 
(|ui puissent èlrc différents de zéro. Supposons les unités y) rangées comme 
il est dit au n" 31 ; on peut alors supposer que r^"' est placée après rf; par 
suite les produits r//", r^''r^\ qui ne peuvent dépendre que de yj'', rfj sont né- 
cessairement nuls. Donc on peut prendre r^'^ pour dernière unité y),. Alors 
les deux autres produits r^y]", r/'yj' ne pouvant dépendre que de y]^, on peut 
ranger y;, yj', r/' dans n'importe quel ordre, par exemple 

alors tous les produits sont nuls sauf 

et Ton peut même supposer les constantes a cl b réduites à zéro ou Tunité, 
ce qui donne quatre cas distincts. 

VI. 

SYSTÈ51ES DE NOMBRES COMPLEXES DE LA DEUXIÈME CLASSE. 

43. Les systèmes de nombres complexes de la deuxième classe sont ceux 
pour lesquels le premier membre de l'équation caractéristique contient un 
ou plusieurs facteurs irréductibles en co, x,, x.^, ..., Xr de degré supérieur 
à l'unité. 

Nous pouvons toujours, d'après les développements du paragraphe IV, 
supposer pris pour unités d'abord h modules partiels e,, Ej, ..., e^^ et 
ensuite k = r — h unités pseudo-nulles vj,, y]2, . . ., yj^t dont chacune appar- 
tient à un caractère déterminé. Naturellement tout nombre qui se déduit 
linéairement de y),, yj^, . ., t^h n'est plus nécessairement pseudo-nul. 

Nous savons de plus que l'ensemble des nombres de caractère (1,1) forme 
un système de la première classe, et par suite nous pouvons supposer 
choisies les unités r\ de caractère (i , 1) de telle sorte que le produit de deux 
d'entre elles ne dépende que des unités y) de même caractère dont les indices 
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sont supérieurs à chacun des indices des premières. Il en est de même pour 
les unités yj de caractère (2, 2), . . ., (^, h). 

44. En ce qui regarde l'équation caractéristique, nous pouvons, comme 
au n^ 39, désigner par 



-^l Si ~i~ -^j Çj -|- . . . H- Zf.^ 



Y 

r 



un nombre quelconque du système, les symboles J^,, Cj, •••> ^r désignant 
les r unités e, r\ rangées de telle façon que les n^ premières soient d'abord ^, 
et ensuite les unités r\ dont le caractère a i pour second indice; les n^ sui- 
vantes étant ^2 puis les unités y) dont le caractère a 2 pour second indice; 
et ainsi de suite. 

Si nous considérons alors le déterminant A du n*' 16 



(1) A = 



^. ^i^iW — W ^. ^1 ^lîl • • • ^\ ^i^irx 



^\^i^i\r ^\ ^i^itr • • • ^, ^i^irr 



Cl) 



nous verrons (39) que tous les éléments appartenant à Tune des //, pre- 
mières lignes et des r — n^ dernières colonnes sont nuls, de sorte que A 
contient en facteur un déterminant A, d'ordre /i, formé des /z, premières 
lignes et des /z, premières colonnes; et de même h — i autres déterminants 
A2, . . ., ^A d'ordres n^^ . . ., //a« 

45. Considérons maintenant le déterminant A, et voyons comment y 
entre la variable >^,, qui se rapporte à l'unité J^, = c,. Il est clair que tous 
les coefficients ol^^^ sont nuls pour X différent de [jl, et que les coefficients 
a,xx sont nuls si ^x n'est pas d'indice (i, i) et sont égaux à i si J^x <^st d'in- 
dice (i, 1). Il en est de même de z^^^^ (qui se rapporte 'a e^) qui ne figure 
que dans les éléments de la diagonale principale avec le coefficient a;,,_^, x,x 
égal à I que si ^x appartient à l'indice (2, i); de même pour les autres z 
coefficients de ^2, ^3, . . ., e>i. 

Nous voyons par là qu'en réintroduisant les variables x, y 

le déterminant ùk^ est homogène en x^ — oi, Xj— co, ..., oc/^—(si, y^^ y.^, ..., 
/a) les variables a;,, iCj, ..., a;>i n'entrant en effet que dans la diagonale prin- 
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cipalc, Cl chaque élément de la diagonale principale contenant une de ces 
variables el une seule avec le coefficient i . 

46. Cela étant, si nous posons 

le déterminant A, ne contient que x\y a:^, ..., x\'^ 7^X2^ "-^yk- Si nous 
convenons de dire que x'- appartient au caractère (1, /) et y,- au caractère 
(a, f()de r^/, Ton voit facilement que A^ est homogène et de degré n^^ 
(ou //ai -+- J si a = i) par rapport aux variables x\ y dont le caractère a a 
pour premier indice. En effet, une telle variable Zi ne peut se présenter 
dans A, avec le coefficient 7.^,^^ que si le caractère de X^^ admet a pour pre- 
mier indice; et réciproquement si le caractère de X^^ admet a pour premier 
indice, le coefficient a,^,Ane peut être différent de zéro que si ^,- admet aussi a 
pour premier indice. A, est donc homogène par rapport aux variables z^ 
dont le caractère admet a pour premier indice et le degré d'homogénéité 
est égal au nombre des unités î^,, (^2, ..., X^^ dont le caractère a le même 
j)remier indice, c'est-à-dire dont le caractère est (a, i). Le degré d'homo- 
généité est donc bien n^^ ou /?«, -h i. 

De même A, est homogène et du même degré d'homogénéité /?«, (ou 
//ai -+- i) pîir rapport aux variables x' ^ y dont le caractère admet a pour 
second indice. 

47. Ces préliminaires étant posés, supposons décomposé le déter- 
minant A en ses facteurs irréductibles 

Le déterminant A «admettant A4 pour diviseur, il est clair que A, est de la 
forme 

(3) A,= Pf.P'/=...P7S 

les entiers 5^',, y',, ..., q\ pouvant être en partie nuls. D'autre partie nombre 
des racines distinctes en co de A est égal à la somme des nombres des racines 
distinctes de P,, P^? • • •? ^i ^^ comme ces / polynômes sont irréductibles, à 
la somme des degrés de P,, P2, ..., P/. La somme des degrés de ces poly- 
nômes est donc h. 

Or, pour >^, = ^2 = ... = ^^;^= o, le déterminant A se réduit à 
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il en résulte, d'après la formule (2), que chacun des polynômes P,, P2, ..., 
F/ se réduit, dans les mêmes conditions, à un produit de facteurs 
(x^ — (o), . . ., (x/^ — co). Comme tous ces facteurs doivent y figurer et que 
la somme des degrés de P,, . . ., P^^ est précisément égal au nombre de ces 
facteurs, il en résulte que chacun des polynômes P^, P^, ..., P/, par 
exemple P,, se réduit, pour^, z=y^=z.. .=zyf^z=o, à un produit tel que 

à un fadeur constant près qu'on peut toujours supposer égal à l'unité. 

Considérons, maintenant, la formule (3). Le premier nombre A, de 
cette formule est homogène par rapport aux variables a?', y dont les 
caractères sont (a, i), (a, 2), ..., (a, h). Cette quantité A, est, d'autre 
part, égale au produit de polynômes en ces mêmes variables. Or, un pro- 
duit de polynômes ne peut être homogène que si chacun des polynômes est 
homogène. Il en résulte donc que chacun des facteurs P,, Pj, ..., P^ est 
homogène par rapport aux variables considérées plus haut dont les carac- 
tères sont (a, i), . . ., (a, h) et, de même, par rapport aux variables dont 
les caractères sont (i , a), (2, a), . . ., (/t, a). 

Pour avoir les degrés d'homogénéité correspondants, il suffit de prendre 
un des termes de chacun des facteurs en question. Prenons, par exemple, 
le polynôme P,. Un de ses termes est, d'après (^),x\x\. . .x . U est homo- 
gène et du premier degré par rapport aux variables x'y y dont le caractère 
a pour premier ou pour second indice l'un quelconque des nombres i, 

Par suite, le polynôme P< est un polynôme en x\, x[^y ..., x'^, ^,, 
y2j • • • > y M- Il ^^h de plus, linéaire et homogène par rapport à celles de 
ces variables dont le caractère admet i pour premier indice, de même 
pour celles dont le caractère admet respectivement 2, 3, ..., ^ pour 
premier indice, et, enfin, pour celles dont le caractère admet respectif 
vement i, 2, 3, ...,/? pour second indice. Ce polynôme ne contient pas 
les autres variables. 

On voit que, pour avoir P^, on pourrait ne considérer que les nombres 
du système dont le caractère a des indices ne dépassant pas/?. Ces nombres 
forment manifestement un système Yà^ dont l'équation caractéristique se 
réduit à Pf' = o. 

48. Il résulte de là que, si l'on désigne symboliquement par [a, P] une 

Fac, de T. — XIL B.6 
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variable de caractère (a, P), un terme quelconque deP, peut se représenter 
par un symbole analogue au suivant 

(5) j[i,2][2, 3]...[a — I, (x][(x, i]j|[a-M,a-ha]...[(3, a-+-I]j...[y^-I,y^-I]...|>,/?]; 
les/> — Y derniers termes ayant des caractères à indices égaux. 

Cela étant, considérons les termes dans lesquels le nombre des facteurs 
x\^ x'^j ...yX^ est le plus petit possible. Si nous faisons dans Téquation 
caractéristique 

(6) Pi=o, 

de S,, a;< = a?2=. . .= ar^= o, les facteurs x\y x\y .-., x*^ doivent être 
remplacés par co. Nous considérons donc, en somme, dans ces conditions 
les termes de plus bas degré de l'équation (6) en co. Supposons que l'ex- 
pression (5) soit un de ces termes et que co figure dans les /> — X derniers 

termes 

[X -h I, X -m][X H- 2, X -+- 2]. . .[/>,/>]- 

Imaginons alors que nous formulions, dans l'équation (6), toutes les va- 
riables^ dont le caractère n'est pas un des caractères 

i(i,2), (2,3), ..., (a, i), (a-hi,a4-2), ..., 
in) 

((3,a-M), ..., (y-M,y4-i), ..., (X, X), 

qui entrent dans l'expression (5) débarrassée de la puissance de co qu'elle 
contient. Il est alors manifeste que P, se réduira à co'* plus des termes tout 
à fait analogues à (5). // sera donc possible de trouver un nombre com- 
plexe du système S, , somme de nombres appartenant aux caractères (7) 
et pour lequel V équation caractéristique admettra au moins une ra-^ 
cine différente de zéro. 

49. Partons maintenant, a priori^ de l'hypothèse qui vient d'être ex- 
primée. Supposons donc que y pour un certain nombre u de la forme 

U =r (^i^j-i- ^2,1 -H ... 4- ^a-i,«~+" ^a.i ) "^ (^a-»-i,a-4-i~+~ • • • -H ^p,a-t-i) -t- . . . 

l'équation caractéristique admette une racine différente de zéro, les 
nombres e^j, y],-^,- étant des combinaisons linéaires des nombres pseudo- 
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nuls y),, y]2, ...f yJa Ç^^ appartiennent respectivement aux caractères 
(ij y), (f, i)y l'un des nombres a, ^ — a, . . ., X — y étant plus grand que 
zéro. 

II est évident que, dans ce cas, le système ne peut pas être de la première 
classe, car le nombre considéré, somme de nombres pseudo-nuls, n'est pas 
lui-même pseudo-nul. 

L'hypothèse qui vient d'être énoncée exprime donc la condition né- 
cessaire et suffisante pour que le système S appartienne à la seconde 
classe. 

Le nombre u n'étant pas pseudo-nul, il existe un nombre p tel que 
l'on ait 

(8) UV—Vy 

en multipliant au besoin u par un facteur convenable. Regardons p comme 
une somme de nombres appartenant chacun à un caractère déterminé; de 
la forme de u et de la formule (8) résulte qu'aucun des premiers indices 
de ces caractères ne dépasse X. Considérons, maintenant, ceux des termes 
de la somme v dont le caractère a y -i- i pour premier indice; soit p^^., la 
somme de ces termes; on a manifestement 

ce qui montre que p^^., est nul, le nombre yjv+.|,Y4.| étant pseudo-nul. 

Les premiers indices des caractères des termes qui constituent la 
somme p ne dépassent donc pas y. Supposons qu'il y ait effectivement 
dans cette somme un terme dont le caractère ait i pour premier indice. En 
appelant v' le nombre différent de zéro, formé des termes dont les carac- 
tères ont pour premiers indices les nombres i, 2, . . ., a, et en appelant de 
même u' le nombre 

on voit que 



u' v' = V . 



Autrement dit, on peut supposer que u est de la forme 

£/ z=i ^i, -+- e,j -h . . . -h ^ai . 

50. Enlevons donc les accents de u' et de (/. Nous pourrons, d'après ce 
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(|ui précède, poser 

un ou plusieurs des termes p,; de caractère («, y) pouvant être nuls. 
La formule (8) devient alors 

ce qui montre que si Tun des nombres p,/, i^jo •••? ^«i? ^ù l'on se donne 
l'indice /, est différent de zéro, il en est de même des autres, et nous pou- 
vons dans l'expression de i^ ne conserver que ces termes p,/, Pai? • • •> ^ai- 
Des formules (9) on déduit 

i > 

Comme les nombres qui multiplient r,/, Pg/? •••> ^a/ dans les premiers 
membres de ces équations sont respectivement de caractères (i, i), 
(2, 2), ..., (a, a) et ne sont pas pseudo-nuls, on voit qu'on peut poser 

1 > 

^-1 ? ^2j • • • ) ^a désignant comme toujours les a premiers modules partiels et 
^1. ^2) •••î ^a des nombres pseudo-nuls de caractères (i, i), (2, 2), ..., 

(a, a). 

51. Je vais démontrer maintenant que, si X, pi sont deux quelconques 
des indices i, 2, ..., a, le nombre des unités yj de caractère (X, p.) 
est indépendant de ce caractère, c'est-à-dire que tous les nombres nx^ 
(ou ny^-h i) sont égaux pour X, pi au plus égaux à a. 

Faisons d'abord la convention d'introduire des nombres e, -, à indices 
supérieurs à a, à condition de ne pas les regarder comme distincts de 
ceux que nous avons introduits effectivement et qu'on obtient en prenant 
les résidus (1,2,..., a) de i et j par rapport à a. Considérons alors le 
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nombre 



( ' 2 ) Bij — e/^i-,-! ^1-4-1 ,/-f î . • . <?y-i , 



y» 



déterminé sans ambiguïté lorsqu'on se donne les deux indices i, j quel- 
conques parmi les indices i, 2, . . ., a. Je dis que le produit de C/y par un 
nombre f\ de caractère (y, X) ne peut pas être nul. Si, en effet, on avait 

on en déduirait 

cjieijn = 0. 

Mais on a 

On aurait donc 

ce qui est impossible, le nombre l^j étant pseudo-nul. 

11 résulte de là que, les produits e/yV] étant de caractère (i, X) si t] est 
de caractère (y, X), il y a au moins autant de nombres indépendants de 
caractère (i, X) que de caractère (y, X). Comme rien ne distingue i et y, 
on peut dire qu'il y a le même nombre de nombres complexes indé- 
pendants de caractère (i, X) que de caractère (y, X), et que les premiers 
peuvent être obtenus en multipliant Cij par les derniers. 

On démontrerait d'une façon analogue qu'il y a autant de nombres 
complexes indépendants de caractère (X, i) que de caractère (X, y), et 
que les derniers s'obtiennent en multipliant les premiers par e/j. 

Dans ces énoncés X est l'un quelconque des nombres i, 2, . . ., /^. 

52. Il résulte immédiatement de là qu'il existe un nombre e^i ^^ carac- 
tère (a, i) tel que le produit ^,«^^1 soit un nombre donné de caractère 
(i, i), par exemple e,. Il existe donc a nombres e,2, ^^s) •••? ^a~i,a) ^'olx 
tels que 

On aura alors, évidemment, des égalités telles que la suivante 

a étant une constante ordinaire et î^| étant un nombre pseudo-nul de carac- 
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tère (/, i) pouvant être nul. Les deux membres de cette égalité, multipliés 
à gauche par e,/= c^j. . .^i-,,/, donnent 

ou 

(i- a)eu=euK'r 

Cette égalité n'est possible que si a est égal à i et Ç) nul. On a donc 

53. 7Vo;/5 sommes donc finalement arrivés à démontrer V existence 
de a nombres complexes e^^t ^as? • • v <^ai (que nous pouvons écrire, main- 
tenant, ainsi à la place de e^,) satisfaisant aux égalités 



(16) 



' • > 



les nombres e^, e^a, • • •? ^aa étant mis maintenant pour e,, ^2, . . ., ^a- Do 
plus, en posant comme tout à l'heure 

on a les relations 

(17) ^ij^ji^^Uy 

puis, comme on le démontre facilement, 

(18) Cijejt^eit, 

formule dans laquelle rentrent la formule (17) et même les formules (16) 
et(i5). 

Nous avons donc trouvé a* nombres e^jÇi^j = i, 2, . . ., a) rf^ carac- 
tère (/ , y) satisfaisant à la loi de multiplication 

Cij^ji^=^^u (i^j\ ^ = 1» 2, . . .,a). 

De plus, les produits de Cij par V ensemble des nombres de caractère 
(y, X), où X est quelconque, donnent tous les nombres de caractère 
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(i, X); de même^ les produits par Cij de V ensemble des nombres de 
caractère (X, i) donnent tous les nombres de caractère (X,y). 

54. En particulier, si nous nous bornons aux indices i et 2, nous voyons 
que le système donné contient quatre unités e^,, e^^i ^20 ^2a? formant 
elles-mêmes un système, la loi de multiplication de ce système étant la 

suivante 

etjeji — en {i,j\ /=i, 2). 

Un tel-système de quatre unités s'appelle un quaternion. 

L'équation caractéristique d'un quaternion est facile à former. En dé- 
signant par 

un nombre quelconque du système, on a 



A=^ 



«2/|j — (k) ^11 

•2/21 *^tt — W 



Il en résulte qu'un quaternion est un système de la seconde classe, le 
déterminant du second membre étant irréductible. 

Par suite, aucun système de première classe ne peut contenir de qua- 
ternion, car tout système contenu dans un système de première classe est 
nécessairement aussi de première classe. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant, qui a été vérifié par M. Scheffers pour r «< 9 : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un système soit de se- 
conde classe est qu'il contienne un système de quatre unités, formant 
un quaternion. 

C'est pour cette raison que M. Scheffers a appelé les systèmes de la 
seconde classe systèmes à quaternions (Quaternionsystem) et ceux de 
la première classe systèmes sans quaternions (Nichtquaternionsystem). 

55. Nous pouvons encore exprimer, d'une autre façon, la condition né- 
cessaire et suffisante pour qu'un système appartienne à la seconde classe. 
Remarquons, en effet, qu'on a 

Par suite, le nombre c, 34-^20 somme de deux nombres appartenant 
aux caractères (1 , 2), (2, i), n'est pas pseudo-nul. Il est bien clair que si le 
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système appartenait à la première classe ce fait ne pourrait pas se pré- 
senter, la somme de deux nombres pseudo-nuls étant pseudo-nulle. 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu^un système appar- 
tienne à la seconde classe est qu'il existe un nombre^ somme de deux 
nombres appartenant respectivement aux caractères (a, P), (P, a), et 
qui ne soit pas pseudo-nul, ou encore qu'il existe deux nombres de 
caractères (a, p), (p, a) dont le produit donne le module partiel e». 

56. Cela étant, la série des indices (i, 2, . . ., h) se partage en un cer- 
tain nombre d'autres séries telles que (1,2,..., /?), (p H- i, . . ., y), . . ., 
jouissant des propriétés suivantes. On peut passer d'un indice quelconque 
d'une de ces séries à un autre indice quelconque P de la même série par 
rinlermédiaire d'un certain nombre d'autres indices de la même série, 
soient y, 0, . . ., X, de telle sorte qu'il existe un nombre non pseudo-nul de 
la forme T^%^-\-r^^^^ un nombre non pseudo-nul de la forme rj^g-h Yisy, ..., 
un nombre non pseudo-nul de la forme yjyp-i- YjpXî ^^ désignant par yj/y un 
nombre de caractère (i,j)- De plus, si X, pi sont deux indices quelconques 
appartenant à deux séries différentes, il n'existe aucun nombre non pseudo- 
nul de la forme r^y^-h T^^\, 

On déduit facilement de là qu'on peut supposer choisis les indices 
(1,2,..., p) de la première série, par exemple, de telle façon qu'il y ait 
p — I nombres non pseudo-nuls de la forme 

En répétant alors le raisonnement fait (49-53), nous verrons qu'il existe 
'2(p — i) nombres r,2, e^n ^'23, ^32, • • •• ^p-i.p? ^/>,/>-i tels que l'on ait 

, . ( ^11^21 ^^^llf ^23^31^=^ ^lî> •••» ^p-x pCp p^\^=:. Cp-x^p-xy 

(19) _ _ j _ 

( ^11^12 — ^22) ^32^23 — ^3» •••> ^PiP-\^P-^%P ^/>.P' 

Posons alors 

(20) ^ 

Nous démontrerons facilement que /, y, /, X désignant quatre quelconques 
des indices i , 2, ...,/;, on a 

(21) eijeji^eu, eije\i—o (/>^^)- 
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57. Nous pouvons ajouter (ji) c\uon obtient Vensemhle des nombres 
de caractère (/, X) en multipliant e^j par V ensemble des nombres de 
caractère (y, X), X étant quelconque, i et j étant au plus égaux à p. De 
même, on obtient l'ensemble des nombres de caractèr^e Çk, i) en multi- 
pliant par Cji V ensemble des nombres de caractère (X, y ). 

D'après cela, si nous désignons par y], y]', . . ., les unités pseudo-nulles de 
caractère (i, i), nous pourrons prendre pour unités de caractère («,7) les 
nombres 

le nombre e/,ene,yse réduisant lui-même à C/y. Si nous affectons les 
unités y), y)', ... du double indice inférieur (r, i) de leur caractère, nous 
pourrons poser 

De même, si X est supérieur à y? et si nous nous donnons les unités de 
caractère (i, X), nous en déduirons celles de caractère (i, X) 

et de même si nous nous donnons les unités de caractère (X, 1) 

(24) fWi — fWxeuy fki—fhAeu, 



• • • • 



58. Considérons alors le système formé des unités appartenant aux 
caractères (i, i), (i, X), (X, 1), (X, pi), où X et pi sont plus grands que p. 
Il est facile de déduire de la loi de multiplication de ce système la loi de 
multiplication du système total. Prenons d'abord le produit de deux 
nombres de caractère (i, r). Soit 

(25) ^Tl^ïï^S'^pat-nT;; 

on en déduit 

(^/iyï'fl^iy)(^yiT0ÏÏei/)=i2ap„e,.,yi7|e,/, 

ou 

(26) YîiP;</ zzz^ap^YllV, 

et cette formule s'applique encore au cas où l'un des nombres r{\\^ r^'^\ est 
le module partiel e^ , . 

Fac. de T, — XII. B.T 
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Parlons maintenant de 
on en déduit, comme tout à l'heure, 

les constantes pp^ ne dépendant pas des indices / ety ; de même 

les constantes y ne dépendant pas des indices i qIj\ 

59. Si nous procédons de la même façon pour la seconde série 
(/> -t- I , /? H- 2, . . . , y), et pour la troisième et ainsi de suite, nous verrons qu'il 
suffira de considérer le système des nombres complexes formé des nombres 
de caractères (r, i), (i , /? -h i), (i , q -h i), . .., (/? -h i, i), . . ., et que de 
la loi de multiplication de ce système on déduira celle du système total. 

Mais ce système partiel est de première classe; car, par hypothèse, il 
n'existe aucun nombre non pseudo-nul de la forme r\^^p^^ -h tq^m-i,! ou d'une 
forme analojjue. 

DonCy on peut déduire un système quelconque S de deuxième classe 
d'un sytème 2' de première classe, 

GO. Pour définir d'une façon précise cette correspondance, supposons 
que nous ayons mis le système Z' de première classe sous la forme 
canonique indiquée au n^ I{8. Soient 

E"), VJ^K ..., E'"' 

hs modules partiels de ce système, et soient 

les unités pseudo-nulles, dont chacune appartient à un caractère déter- 
miné. Nous faisons correspondre à chaque module partiel E^'^ un sys- 
tème de p'. unités e^^, où a et ^ prennent toutes les valeurs i , 2, ...,/>,-. 
Nous faisons maintenant correspondre à chaque unité l¥^^ de caractère 
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(/, y), piPj unités y]!^^, oii ol prend toutes les valeurs i, 2, ..., /;, et [i 
toutes les valeurs i , 2, , , .^ pj. 

Cela étant, les formules qui donnent la loi de multiplication du 
premier système sont 

(29) (E('0*=E('\ E(')HfpJ = H(p)E(>^=:H(p), l^p)Ht^^=^ap„l^•^^ 

en supposant que dans la seconde formule W^' soit de caractère 
(/, y)(T > p, T > a), et que, dans la troisième, le second indice du 
caractère (i, j) de H^P^ soit égal au premier indice du caractère (y, A) 
de W''^ et tous les W^^ qui entrent dans le second membre étant de carac- 
tère (/, /). 

A la première formule correspondront les formules 

(30) €i!^e^o^\=e^ilf (a, ;3, y=ri,2, ,..,pi)\ 

à la seconde, les formules 

Enfin, à la dernière, correspondront les foi-mules 

(32) tîJ'pYîj,^_2,ape,,1Q.^ (^ y^,^^^^^^^^ j- 

7bw,ç les produits non écrits sont nuls. 

On peut encore énoncer ce théorème sous la forme suivante, plus intui- 
tive : 

Tout système de la deuxième classe peut se déduire d^un système de 
la première classe mis sous forme canonique 

en regardant les coejfficients des unités de ce système, non comme des 
nombres ordinaires, mais comme des nombres de la forme 

les Eflip étant des symboles où les indices ol et ^ prennent respectivement 
les valeurs (i, 2, ...^p^), (i, 2, "",Pj)j si (i^j) est le caractère de 
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runité correspondante; ces symboles étant assujettis de plus à la loi de 
m ultiplication 

Cela j^evient à faire correspondre à V uni té H'P^ de caractère (i^j) les 
PiPj unités 

(a — I, 2, ...,/?,; ;3=: I, 2, ...>, Pj). 

Si Ton désigne par N/y le nombre des unités H de caractère (/, y), on voit 
que Tordre du système total est 



i,t 



Naturellement, un ou plusieurs des nombres p^P-i^» ..., /^h Peuvent être 
égaux à l'unité. 

61. Nous voyons qu'à chacun Iv'^ des modules partiels E^*\ E^'^^, . . ., E^"^ 
correspond un système de pf unités ei^'c|, dont la loi de multiplication est 
donnée par la formule (3()). Ces systèmes remarquables sont la générali- 
sation des quaternions; dans le cas de /; = 3, ils ont été appelés nonions 
par M. Sylvester, on pourrait donc les appeler />^-/o/?,ç. 

Tout p'-'ion contient un q'^-ion si q est inférieur àp\'A suffit, en effet, 
de ne prendre que les unités e^^ pour lesquels a et j3 ne dépassent pas q. En 
particulier, tout/>^-ion contient un quaternion. 

On pourrait aussi considérer le cas où p est égal à î, et alors on aurait 
un système d'une seule unité e égale à son carré. 

62. Considérons un p'Aor\ et calculons son écpiation caractéristique. 
Désignons par 

un nombre quelconque du /?^-ion. En rangeant les unités dans l'ordre 
suivant : 

\oCi) C'ji, Cji, .••» <?/)!, ^ij» <?22» •••» ^pî» •••> 'V-l./>» ^PiP'* 

nous savons (41) (jue le déterminant A se décompose en un produit de/? 
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déterminants partiels qui sont tous ici d'ordre p. En désignant par 

le nombre considéré, où les ^ sont les unités rangées dans Tordre (33), le 
déterminant A, est ici 



A,= 



^-s/a/,, — 0) ^«/«/j, ... z^ZjCf. 



ipi 



^^*«/H ^^i^i 



jj— W 



... ^\^i^i 



pi 



Z^^i^ilp 



^^ZiOCiip ... ^\^i^ipp 



Cl) 



Xi\ — G) J?|2 



... vC' 



\p 



X 



21 



«2' jj~~" Cl) • . • «3? 



«/> 



o: 



/»» 



JT 



/»î 



... X pp Cl) 



Les autres déterminants Aj, . • ., ^/> sont les mêmes et, par suite, A est la 
pieiiic puissance du déterminant A, 



(H) 



^ — \Xij—Zijrù\P. 



En considérant la seconde équation caractéristique, on trouve pour le 
premier nombre A' la puissance p^"^'^^ d'un déterminant A', qui se déduit de 
A| en échangeant les lignes et les colonnes; on a donc aussi 



X,j—tij(,i\P. 



63. L^équalion obtenue en égalant à zéro le terme indépendant de co de 
l'équation caractéristique exprime naturellement que le produit du nombre 
considéré x par un nombre convenablement choisi peut être nul; de même 
pour la seconde équation caractéristique. 

Donc, étant donné un p^-ion^ la condition nécessaire et suffisante 

pour qu^un nombre x =^^ x^^e^^ puisse donner zéro par multiplication 

à droite ou à gauche avec un autre nombre est que le déterminant des 
x^p soit nul. 

64. Revenons à un système quelconque et cherchons à déterminer le 
premier membre A de son équation caractéristique. Ndus-aAcoqs vu qu'étant 
donné un système de première classe mis sous sa forme canoniqî>8k^^38^,yjwr 
pouvait ranger les unités de ce système dans un ordre tel que tous les élé- 



B.5i 



K. CARTAN. 



iiicnls (lu détcniiiiianl caractôristiquc» tMi haut et à droite de la diagonale 
j)rincipale fussent nuls, les éléments de la diafjonale principale se réduisant 
chacun à Tune des (piîuilités ,r, — co, .t'a — co, . . ., x^ — (o. Supposons les 
unités Vj et II de S' rangées dans cet ordn». Nous rangerons alors les unités 
de 1 dans un ordre tel que toutes les unités que nous avons fait corres- 
pondre {\ 11 f^ par evcîuiple de caractèn» (/, y) se suivent de la façon sui- 
vante : 

Ml» ''il» •••» ''/'«*' M S» ''U> '/'.A» •••» ' PiPi' 

De cette façon, nous reni[)la(;ons Félément de la [jl**^"'** ligne et de la 
,^irmc (^^olonne du déterminant de 1' par un tableau rectangulaire de PaP^ 
lignes et de PyP?j colonnes, si (a, jï) est le caractère de la (jl**"'*"* et (y, S) 
celui de la v"""'*' unité de Z\ 

Le déterminant caractéristique de ï' se réduisant aux produits des clé- 
ments de la diagonale principale, le déterminant principal de 2 se réduira 
au produit des déterminants constitués par les tableaux carrés (jue nous 
avons substitués à ces éléments. 

Prenons, par exemple, l'élément (|ui pour ï' était à la X"*'"* ligne et à la 
)Hme eolonne; soit (^y) le caractère de la A'*"'"** unité de 2'. Nous lui sul>- 
stituons un tableau carré de p^pj lignes et p,pj colonnes. Il est facile de 
voir ({ue ce déterminant est 
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1 i 



i r 



i 1 
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O 



O 



en posant 



(35) 



i \p, 



^ /'. /'. 
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Il résulte finalement de là que Ton a 
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65. En considérant la seconde équation caractéristique, on aurait de 
même 



(37) 



12 11 



Les nombres entiers N ont la signification indiquée plus haut, iN/y étant le 
nombre des unités H de 2' qui sont de caractère (/, y). 

On voit que les facteurs irréductibles qui entrent dans A et A' sont les 
mêmes et qu'ils peuvent être mis sous la forme de H déterminants tels que 
A/ (formule 35). 

Nous pouvons énoncer ce résultat sous la forme suivante : 

Etant donne un système de la seconde classe, les /acteurs irréduc- 
tibles qui entrent dans les deux déterminants caractéristiques de ce 
système sont les mêmes y aux degrés de multiplicité près. Si ces /acteurs 
irréductibles sont au nombre de II et sont respectivement de degrés 
Pi'i Pii • • *t Pwi ^^ peut trouver dans le système donné H systèmes respec- 
tivement de p], pl^ *'"t pii unités y toutes indépendantes entre elles, soit 

^ij ('»y ^=^ '> 2> • • ' ^ P\h 



,(S) 



(^y = 1, 2, . . ., Pi), 



ij 



{i,j — \, 2, . . ., Pm); 



tels que chacun de ces systèmes soit un p^-ion. De plus, on peut choisir 
r — ^^ — y>^ — . . .— ^f, autres unités indépendantes yj,, yj^, ..., telles 
que si on désigne par 



2 



^(1)^,(1) 



V JjIV eij' 4- . . . -f- 7, Y), -h 7, YÎ2 -f- 



u 



un nombre quelconque du système les II /acteurs irréductibles qui 
entrent dans chacun des déterminants caractéristiques soient les H 
déterminants A,, A^, . . ., A» dont le premier, par exemple, est /orme des 



éléments ^Jj' — iij(o(Zij = i si i =y , £/y = o si i ^j) 



Aoc = 



X 



«ai 

1 1 



at 



w X 



(at 
1 1 









•*'2 2 



— ri) 



x 



ja) 

'a) 



• ••■•• 



(9t 
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(Mi. On voit immrdiatrmont par là, m faisant (d égal à zéro, que la 
rofiflition fnWssairr rt suflisantr pour que l'une ou l'autre des divisions 
par un nombre soit possible est qu aucun des déterminants A^®^ des x'^^ 
tir soit nul. 

Si Ton appolh* disiseur de zém un nombre qui peut être multiplié à 
«Iroilf ou i\ gaurlu» [)ar un nonil)ro convenablement choisi de façon à 
«lonncr un [produit nul, nous voyons que tous les diviseurs de zéro 
s*nhtirnnrnt par Vèquation 

AîA;...Aar o, 

rrst-à'dire en éfj^alant à zrro un ou plusieurs des déterminants de x\^j. 

(i7. (^>uclle (pu* soil la façon donl on fasse la rêduclion canonique (60) 
iKun sNslèuuMlo d«Mi\ièine classe, rcnscmble des nombres 

n»ste toujours le mèuu\ Du peul en effet idilenir cel ensemble en êjralanl à 
xèrt> tt>us les êlciuents de tous les déterminants facteurs îrrèduclibles du 
premier meuduv de Tèquation caractéristique: el il esl clair que le système 
dVquations linéaires obtenu est indépendant des unités dont on part. 

De même le p^ — i^^»*'.' <^>t déterminé à des nombres r^ près, car 
Tensemble des nonduvs qui se déduisent des unités de ce p] — ion el 
des unit^'S r jn^ut étiv obtenu en éiralant à zéro tous les èlênienls des 
H — I derniers déterminants facteurs irréductibles du premier membre de 
r^Njualion caractéristique. 

Il y a plus. Sup|.M.»sons quVm ait déterminé en premier lieu />, nombners 

t\\. ^\^ *%\ s^: d.>duisant linéairement des unités du premier /»J — ion 

et des unités r : en second lieu /». n^»mb^r.*s e,\ e/, se déduisant Hnêaî- 

remeut des unités du second pz — î»>u el des unités r^. el ainsi de suite, de 
telle facv^n entîn que chacun de des />. — p^—" — pm nombres soil èpal à 
sou pivpiv carp> cl qu-e 1-- pr>Jaît de d'eu\ quelconques d'entre eu\ soil 
nul. Il en résultera que d.ia- la fr'rniirre rètJuclion i 20 ► qu? nous avons 
lait subir au système, nons po-i^ :rj.s { r* adre c^?> nombres pour m»>dules 

partiels £,, s* Par s^iîtr. riVi* p-vrirrons d-lerminer un p*^ — ion dont 

les cléments diagonaux ser^r^t p. •!":> riOciiLr*?^ précédents el sen.HiU par 

suite, nécess^iîremeut ^'/. *?, , : f-r riL«^ai- un pi — ion dont les éknienls 

diajïvuiauv seront >';^ '"iT,,- "^^ ^-^^ d^ s-iite. 
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En se reportant à la façon dont nous avons déterminé les p' — ions du sys- 
tème, nous verrons même qu'on peut prendre pour e'/j , . . . , ej^l des nombres 
arbitraires ne se déduisant pas linéairement des y] et appartenant respec- 
tivement aux caractères (t, 2), ..., (i,^,) par rapport aux modules partiels 



£| , £3, • • •? ^|>^• 



Enfin, il résulte de là qu!un nombre complexe arbitraire peut toujours^ 
par un choix convenable des unités y être supposé de la forme 



\Ol) Aj =^11 -T-. . .-h A^, e^,,^, -t- A, ^1 I -t-. . . -1- A^„ e;^,^^,g-t- 7]. 

68. Nous allons maintenant introduire quelques définitions qui permet- 
tront d'énoncer tous les résultats trouvés jusqu'ici sous des formes simples. 

On dit quUm système 2 de nombres complexes se décompose en deux 
systèmes 2, et S.^ lorsque tout nombre de IL ^ et tout nombre de So? d^ 
même que la somme d^un nombre quelconque de 2, et d^un nombre 
quelconque de 2^ font partie de 2; lorsque, de plus, réciproquement, 
tout nombre de 2 est, d'une manière et d'une seule, la somme d'un 
nombre de 2, et d'un nombre de lé^\ lorsque enfin le produit d'un 
nombre quelconque de 2, et d'un nombre quelconque de i^ est nul. 

Bien entendu cette définition suppose que 2, et 2^ n'ont aucun nombre 
commun. 

69. On dit quun système 2 admet un sous-système invariant a, 
lorsque tout nombiT de a fait partie de 2 et que le produit, à droite ou 
à gauche, d'un nombre quelconque de a par un nombre quelconque 
de 2 fait encore partie de c. 

Cette définition peut encore être étendue aux systèmes a qui satisfont à 
toutes les propriétés des systèmes ordinaires, sauf celle d'avoir un module, 
c'est-à-dire sauf la possibilité des deux divisions. Par exemple, nous con- 
viendrons de l'étendre aux systèmes a de nombres pseudo-nuls, étudiés 
aux n"* 29 et suiv. Nous appellerons, pour abréger, ces derniers systèmes 
pseudo-nuls. Un système pseudo-nul n'est donc pas, au sens propre du 
terme, un système de nombres complexes. 

Un système 2 qui n'admet pas de sous-système invariant est dit 
simple. Un système qui se décompose en deux ou plusieurs systèmes 
simples est dit semi-simple. 

Fac. de T. — XII. B.8 
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70. Si Ton se reporte aux résultats établis précédemment, on voit que 
les systèmes simples ne doivent pas contenir d'unités y] ; car le système 
pseudo-nul formé des unités que nous avons appelées r\ est manifestement 
invariant* 

Il en résulte qu'un système simple ne peut qu'être formé d'un certain 
nombre de p^ — ions, p pouvant avoir la valeur i. Mais il est bien clair 
que le sous-système obtenu en prenant un de ces p^ — ions, s'il y en a 
plusieurs, est invariant dans le système total. II faut donc que le système 
se réduise lui-même à un ^^ — ion. 

Réciproquement, prenons un p^ — ion formé des p^ unités e^j. Ce sys- 
tème est simple; car si un nombre 

de ce système fait partie d'un sous-groupe invariant, il en sera de même 
de eaLiXCj^= Xf-jCa^^, Par suite, si l'un des coefficients Xij est différent de 
zéro, le sous-système invariant contient toutes les unités e^p, et par suite se 
confond avec le système total. 

71. D'après cela, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Tous les systèmes simples de nombres complexes rentrent dans le 
même type; ils sont formés de p^ unités e^j^ où i et j prennent toutes les 
valeurs 1,2, ...,/? et la loi de multiplication de ces unités est donnée 
par les formules 

eij eji = en, e.j e>7 = o (y* ^ X ) . 

Le nombre p est un nombre entier quelconque supérieur ou égal à î. 
Ces systèmes s^ appellent p^ — ions. 

Il résulte de là que les systèmes semi-simples sont formés par la com- 
position de plusieurs p^ — ions. 

72. En comparant ce résultat avec ceux trouvés pour la représentation 
canonique des systèmes de première et deuxième classe, nous trouvons le 
théorème suivant : 

Tout système de nombres complexes est formé d'un sous-système 
simple ou semi-simple 2, et d'un sous-système invariant pseudo-nul a. 
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De pluSy la nature du sous-système semi-simple est parfaitement déter- 
minée. 

Considérons un des facteurs irréductibles qui entrent dans le déterminant 
caractéristique ; il est égal à 



ce \ I — ~ 0) "^1 J ... 



1/' 



a' 



ip 



^ p\ *^ pi • • • *^pp" ^*^ 



si Ton appelle V x^j e^j le nombre le plus général du sous-systcmc 

simple correspondant. Si nous développons ce déterminant suivant les 
puissances de co nous trouvons, au signe près, 



(ûP 



—^^ii'^)^~^-^^i^ii^JJ—'^0'^Jî)^^~^-^ — 



Si ce déterminant entre avec l'exposant q, il donne un facteur de la 
forme 



0)"^— q^ xuf^'"i-' -+-72 (*^''-^/V — ^ij'^Ji) + ^ \^ - ( 2 "^'0 



(s^P'i 



— î 



fx^ 



Il en résulte que le déterminant caractéristique total est égal à 



Si nous appelons 'j'(^) le coefficient de o)'*"*-^, et que nous prenions les 
dérivées de cette forme quadratique, nous trouvons par exemple 



Jlr-^Sl^i;-^")""^"]' 



àx 



— qx^y 



Il en résulte que le système d'équations 



j — j , — . . . — yj 

OXfj OXij 
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est c(|uivalenl au syslènie 

c csi-à-iUrc détermine le plus grand sous-système invariant pseudo-nul. 

73. //après cela le plus grand sous-système invariant pseudo-nul 
d'un système de nombres complexes x, c, -h. ..-l-x^^^ à r unités indé- 
pendantes e^^ e,., .... <V s'obtient par les équations linéaires 

en désignant par ']f la forme quadratique coefficient de îs/'^^ dans le 
premier membre de Fèquation caractéristique du sytème. 

7i. Vax irôiiôral, dans un svsloine de nombres complexes le produit des 
tloux farUMirs oom[)lo\es n'est pas indépendant de Tordre de ces facteurs. 
(ilitMvIions tous los svsloines pour lesquels ce dernier cas se présente, au- 
InMUont dit tous les systèmes à multiplication commutatix^e. 

Si Ton su[>[H>se délerniiiiés d'une certaine façon les modules partiels 
ii» «a* • • •' *A *'^ï svstéme el les unités qui appartiennent chacune à un carac- 
tère déterminé, il est l>ien clair tpie pour aucune de ces unités yj les deux 
indiot^s va» x^^ du caractère ne pourront être différents, sinon on aurait 

et la multiplication ne serait pas commutative. 11 en résulte que, si h est 
supéritMU* i\ I , le s\stéme se décompose en h autres systèmes formés respec- 
tÏNOtueut ties nombres appartenant auv caractères n, i\ yi^ 2\ ..., (ft^h). 

/>»»/n\ eiiUèt donné un s^xstème 1 indécomposable à muliipUcaiion 
»t\\iM i\i/iVt* «7 K\mmuta(i\t\ on peut déterminer r unités indépendantes 
*\ II. >;>*'-» >; • «'«' *'«' ^V *^*^«"'*'» <'** '■"'* sorte quon ait 

f X 

ssi ;, X ^^»/l^^;'^' -N a , Ss>nt ei:^.^^ y\ i ,. t:r;d:\r s ét<uii supérieur à chacun 

|W^^ enteud\u les c\M^stautv^s a , dvnxont >.aisfairv^ à certaines relations 
,. 4^4 yvy|MMi mont l\iSMviali\ito de la nudtipHoaliou. 
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VII. 

SYSTÈMES RÉELS DE NOMBRES COMPLEXES. 

75. Dans les paragraphes précédents nous avons supposé que les coeffi- 
cients Xi des unités 6?, dans l'expression 

d'un nombre complexe d'un système donné 2 pouvaient prendre toutes 
les valeurs, réelles ou imaginaires. Si nous ne l'avons pas supposé expli- 
citement, nous l'avons fait implicitement en faisant la réduction canonique 
des unités, puisque nous n'avons fait aucune différence entre les racines 
réelles et les racines imaginaires de l'équation caractéristique. 

Nous allons, dans ce paragraphe, considérer les systèmes pour lesquels 
les variables x',, Xj, . . ., a:^ sont essentiellement réelles. Alors il est bien 
clair que, le produit de deux nombres du système faisant encore partie du 
système, les constantes a,y„ qui entrent dans les formules 



(2) Ciej—^ocijse 



s 9 



sont aussi réelles. Nous dirons qu^un système de cette nature est un sys- 
tème réel de nombres complexes. 

76. Il est bien évident qu'en considérant un système réel Sa/* unités 
indépendantes c,, c.^, . . ., e^, si dans l'expression (i) on donne aux x des 
valeurs réelles ou imaginaires quelconques, on obtient un nouveau sys- 
tème là' qui peut être dit prolongé du système réel 2. Naturellement pour 
ce système prolongé on peut appliquer tous les résultats des paragraphes 
précédents. 

Gela étant, pour trouver tous les systèmes réels, nous n'aurons qu'à 
considérer tous les systèmes obtenus dans les paragraphes précédents ot 
chercher s'ils peuvent être regardés comme les systèmes prolongés de sys- 
tèmes réels. 

77. Prenons d'abord les systèmes 2' simples, c'est-à-dire ce que nous 
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avons appelé les p^ — ions, formés de p^ unités e^j satisfaisant aux relations 

Si un tel système 2' peut être regardé comme résultant du prolon- 
gement d'un système réel, les unités Cij de S' seront p^ combinaisons li- 
néaires à coefficients réels ou imaginaires des unités e,, ^2? • • •? ^p" du sys- 
tème réel S. 

Si une de ces unités ne fait pas partie de 2, nous dirons qu'elle est une 
imité imaginaire y et alors il y aura dans 2' l'unité imaginaire conjuguée. 
Autrement dit, si l'on a 

le nombre 

fera partie de 2' et sera dit imaginaire conjugué de ^/y. Il est clair que, 
si Ton change les unités de 2, deux nombres imaginaires conjugués de 2' 
ne cessent pas d'être imaginaires conjugués. 

78. Cela étant, supposons que l'équation caractéristique de 2, qui 
admet en général p racines distinctes, puisse, pour des valeurs réelles de 
a;,, a^a, . . ., Xp^^ admettre un certain nombre de racines réelles et soit/) — iq 
le nombre maximum de ces racines réelles. 

Il y a trois cas à distinguer, suivant que q est nul, que q est positif et 

inférieur à - et, enfin, que q est égal à - • 

^ .a 

Supposons d'abord que q soit nul. Alors pour un certain nombre w de i 
l'équation caractéristique a ses p racines réelles et distinctes. Ce nombre, 
considéré comme appartenant à 2', peut toujours être supposé de la forme 

Or les racines de l'équation caractéristique de 2 sont, pour un nombre 
donné, les mêmes que celles de 2'. Mais pour le nombre u de 2', ces ra- 
cines sont X^, Xa, ...,X^. Il en résulte d'abord que ces p quantités sont 
réelles. De plus, l'ensemble des nombres x de 2, pour lesquels on a 

UX -m )., Xy 

est compris dans l'ensemble des nombres de 2' qui satisfont à cette même 
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condition. Autrement dit, on peut, en partant du nombre u de 2, trouver 
p^ unités de 2 appartenant toutes chacune à un caractère déterminé. Il 
est alors bien clair que cesp^ unités sont proportionnelles aux e/y, les fac- 
teurs de proportionnalité pouvant peut-être être imaginaires. Soient a/y^/y 
ces unités. Mais de 

on déduit nécessairement que a^^ est réel et, par suite, peut être supposé 
égal à l'unité; de même pour les autres constantes. 

On (roui^e donc dans ce premier cas le système réel de p^ unités e^j 
satisfaisant aux relations 

79. Supposons, en second lieu, que l'équation caractéristique de 2 ad- 
mette pour toute valeur arbitraire des x des nombres imaginaires dont le 
nombre minimum iq n'atteigne pas le nombre total /> des racines. 

Alors il existe un nombre w de 2 pour lequel l'équation caractéristique 
admet iq racines imaginaires et p — '2q réelles. Considéré comme appar- 
tenant à 2', ce nombre peut être supposé de la forme. 



et les racines de l'une ou l'autre équation caractéristique sont X, , X^, ..., A^. 
Supposons par exemple que 'k^ soit réel et que ^ et \ soient imaginaires 
conjugués. Alors les nombres du système 2 pour lesquels 

ux ^ \x 
se déduisent tous des nombres 

^11» ^iî> • • • » ^\p\ 
autrement dit tous les nombres 

sont des combinaisons linéaires à coefficients réels ou imaginaires de p 
nombres distincts de 2; il en est de même évidemment de tous les nombres 

par suite, les nombres communs à ces deux séries, à savoir x^^e^^ sont pro- 
portionnels à un certain nombre réel de 2. Ce nombre réel est donc ae,,, 
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OÙ, comme on Ta déjà remarque plus haut, on peut supposer a égal à 
Tunilé. 

De même, en considérant les deux racines imaginaires conjuguées Xa et A3, 
nous verrons que les nombres imaginaires de 2 qui satisfont à 

et ceu\ (jui satisfont à 

sont deux à deux imaginaires conjugués. Autrement dit, tout nombre de la 
forme 

est imaginaire conjugué d'un nombre de la forme 

( <)) .^31 <?31 -H -''32 ^32 + -i'îS <?33 -+-••• -+- ''3,1 ^ip \ 

d(» menu* pour les deux familles de nombres 

(7 ) *' IS ^'12 ""'" ^^ii ^22 ~^ -^'32 ^*32 -f- . • . -H '^ pt ^pi9 

(S) .ri3('ir, -H./*s,6'j3 -f- ^33 ^'33 -t- • . '^-Tp^Cpi. 

Par suite le nombre <*,2 qui entre dans (3) et (7) est imaginaire conju- 
gué d'un nombre (entrant à la fois dans (3) et (8), c'est-à-dire d'un nombre 
de la forme ar, 3. De même, ^'^a est imaginaire conjugué d'un nombre de 
la forme» hr^^; mais ici il en résulterait que le nombre imaginaire conju- 
gué (b» //, (|ui doit élre // lui-même, serait 

u - X, t», , 4- ).3 f> ^33 H- • . • > 

ce (|ui exige que h soit égal à r. 

Ia\ jïroeédant d(» même pour les unités analogues nous voyons que nous 
pouvons faire correspondre à un certain nombre d'unités r^j des nombres 
imaginaires conjugués de la façon suivante : 



« • 



<•,, est unn^uiaire conjugue a f,,, 

«»., » /><.'3,, 
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On peut même voir immédiatement, en considérant les produits e^^ c^m 
e.22 6*32, que ab est égal à i et c réel. 

Nous pouvons, par suite, prendre dans S les 9 unités suivantes 

(9) { (x = ej, H- ej3, |3 = £>j, — £>j3, y = ejs 4- c^sj, ô = /a,3 - ice^^, 

/£=z:e,t4-ûfe,3, u'= ia,j — £ae,3, i' = e„ -+-^^3,, /z= lej, — ibe^u 

Or, si nous calculons le produit y^, nous trouvons 

yr=:6e„ 4-c^3,; 

si donc 6 est égal à / -f- im, on a nécessairement 

d'où Ton tire 

c =: /* -f- w' > o. 

Mais alors on a 

y(y-hx\/c)= \/c(y-i- (X\Jc), 
y{y - ^s/c) =- \/c{y — cLsJc), 

Il en résulte que le nombre 

admet aussi p racines distinctes, mais il a deux racines imaginaires 
de moins que le nombre d'où nous sommes partis, ce qui est contraire 
à l'hypothèse que nous avions le nombre minimum de racines imagi- 
naires. 

80. Il ne reste donc plus comme hypothèse admissible que celle où 
toutes les racines de V équation caractéristique sont imaginaires. Il faut 
par suite supposer que le nombre entier p est pair. 

En raisonnant comme dans le numéro précédent, nous pouvons suppo- 
ser que c,i et ^325 ^33 ^^ ^4^? • • •? ^p-i,p-i et e^p sont respectivement imagi- 
naires conjuguées. Nous verrons de même que ^21-1.27-1? ^'2«-«,2y? ^'2/,2y sont 
imaginaires conjuguées de nombres de la forme ae^i^^^^ ^<?2/,2y-i? 
^^2/-i,2y-i* 

Fac, de T. - XII. B.C) 
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Nous pourrons alors introduire les p' unités suivantes fie S 



*^ij — ^'îi— 1.?>— « "*" ^U^H\iJ 



9 



I ~ ' — f 

(lO) / lt,J=l,2,...,^\ 



~ "t • • r 



et ces p^ unités peuvent être prises pour déterminer S. Les C/y sont des 
constantes réelles ou imaginaires, les Ca étant égales à Tunité. 

On voit immédiatement que le produit de deux de ces unités est nul, si 
le second indice inférieur de la première est différent du premier indice in- 
férieur de la seconde. 11 ne nous reste donc qu'à étudier les produits de la 

forme e,y Cj^j Cjj e^^, .... 

Pour cela, nous formerons un Tableau carré analogue à la Table de mul- 
tiplication, les lignes correspondant aux premiers facteurs, les colonnes aux 
seconds facteurs. Auparavant remarquons qu'en désignant par c^ la quan- 
tité imaginaire conjuguée de C/y, les nombres -^y -^y ••• sont respectivc- 

ment imaginaires conjugués de ^2,, ^20, ••.. Nous pouvons prendre ces 
nombres pour nouvelles unités c,,, ^,5, ..., à condition de changer aussi 
d'une façon convenable, ^3,, e^,, C35, ..., mais sans avoir besoin de chan- 
ger ^2», ^20, Nous pouvons donc en somme supposer que e,,, ^,5, 

e,-, ... ont pour imaginaires conjugués f?2u ^ac? ^a»? •••» autrement dit 
que les constantes c,/ sont égales à l'unité. 
Or on a 

c/j eji = ej/_,, ,/_, -+- Cfj Cjt e,/, j/; 

la forme du second membre montre qu'il est égal à e^y cette unité étant la 
seule qui contienne c^î^s^u-k ^^'^c un coefficient réel. On a donc 

Cij Cji = Cil, 

et si dans cette formule on fait « = 1 , on trouve Cji = i, c'est-à-dire que 
toutes les constantes C/y sont égales à l'unité. 

De même, la considération des produits e/y ej^ et e]j Cji montre que c^ est 
égale à c^ et Cy^; par suite, toutes les constantes c' sont égales entre elles. 
Enfin le produit 

^u ^y/ = — c'(^î/-i,î/-i -+- ^îi,s/) 



• •• • •• • 
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raontre que d doit être réel. Si c' était négatif on verrait, comme dans le 
numéro précédent, que l'équation caractéristique n'a pas toujours ses ra- 
cines imaginaires, par exemple pour w = e^^. Donc c' est positif. En rem- 



j» 



plaçant alors ejy, ejy par -^> -^« on trouve sans difficulté le Tableau sui- 



vant : 



(II) 





1 


^yv 


e), 


~ m 

en 


ê,7 


'eu 


^'if 


~e'u 


eu 


~«'>i 


e'u 


— eu 


~ m 

eu 


eu 




'eh 


«il 


— eu 


eu 




'~»t 


eh 


eu 


— eu 



81. En résumé, si le système prolongé d'un système réel est simplr^ 
ce système réel rentre dans l'un des deux types suwants : 

1° Les systèmes du premier type ont p^ unités indépendantes 
^yy(/,y =1, 2, ...,^), et la loi de multiplication est donnée par les 
formules 



(12) 



eijeji — eu; 



1^ Les systèmes du second type ont 4/>' unités indépendantes e^j^ e)^^ 
e^jy ej et la loi de multiplication est donnée par les formules 



(i5) 



i eijej/ = 
e/j Cji — 
eij eji — 
eij ej, = 
eij ejf — 
eij ej, = 
ij ^ji 



eij ejt 
e'ij eji 

«/y ^Ji 
e"ij eji 

^ij eji 



» n 

eij eji 



eut 
eiff 
eut 



o/y €jj — eut 



= e 



e^e% = 



eij ejf 



» n 

eij eji 



il y 
e'Iit 



m 



Il est bien clair que ces systèmes réels sont simples^ c'est-à-dire n'ad- 









• •. 






• • 



• • 



• • • • 
• •_• • • 

• ••• 

• • 
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mettent aucun sous-systcme invariant réel; sinon le sous-système prolongé 
de ce sous-systcme invariant serait lui-même invariant dans le système 
total prolongé, ce qui est impossible. 

Au cas de p = i correspondent deux systèmes particuliers remar- 
quables : celui du premier type est formé d'une seule unité égale à son 
carré ; celui du second type est formé de quatre unités et a évidemment 
pour système transformé ce que nous avons appelé un quaternion. Ces 
quatre miités e, e'^ e\ e" ont la loi de multiplication indiquée par le Ta- 
bleau suivant : 



(i4) 





e 


e' 


e" 


eT 


e 


e 


e' 


e' 


e" 


e' 


e' 


— e 


e" 


e" 


e" 


e" 


e"' 


— e 


e' 


é" 


e" 


e' 


-e' 


— e 



C'est à 'ce système réel qu'on réserve d*ordinaij*e le nom de quater- 
nion, c'est sous cette forme qu'il a été découvert par Hamilton. 

On voit que les formules (i3) peuvent être résumées symboliquement 
par la loi de multiplication (i4) du quaternion et la loi de multiplication 
des indices inférieurs 



82. Le cas des systèmes prolongés simples étant résolu, passons aux 
cas où le système prolongé L' est semi-simple. 

L'équation caractéristique du système réel L, qui provient de l'équa- 
tion caractéristique du système prolongé, se décompose alors en plusieurs 
équations irréductibles, qui, si l'on se permet l'usage des nombres imagi- 
naires, proviennent des facteurs irréductibles du premier membre de 
l'équation caractéristique de L'. Si tous ces facteurs irréductibles de L' 
donnent pour £ des facteurs réelsy à chacun des systèmes simples qui com- 
posent 2' corre3pondra un sous-système réel de 2 et, par suite, £ se dé- 
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composera en plusieurs systèmes simples des deux types étudiés dans le 
numéro précédent. 

Supposons maintenant qu'un facteur irréductible P du déterminant 
caractéristique de S' donne pour L un facteur imaginaire A -h ^B ; alors 
il devra y avoir un second facteur irréductible Q qui devra fournir la quan- 
tité imaginaire conjuguée A — iB. Il est bien évident, par suite, que ces 
deux facteurs devront correspondre à deux systèmes simples cj',, a'^ de 2' 
ayant le même nombre d'unités. De plus, l'ensemble des systèmes a',, a!, est 
manifestement prolongé d'un sous-système réel a de S. 

Les racines de l'équation caractéristique qui correspond au facteur 
P = A -h «B ne peuvent pas être, pour un nombre arbitraire de S, 
réelles, car elles satisferaient à P = o et Q = o, et, par suite, les deux 
quantités P et Q auraient un facteur commun. Elles sont donc toutes ima- 
ginaires. Mais l'équation P = o ne peut pas admettre non plus deux racines 
imaginaires conjuguées, car elles satisferaient aussi à Q = o. Par suite, 

les deux équations 

P = o, Q = o 

admettent des racines toutes imaginaires et les racines conjuguées de celles 
de la première sont celles de la seconde. 

Cela étant, si nous désignons par e^j les unités de (j\ et e^j celles de 
a^(f*^ y = 1 , 2, . . . , p), un nombre arbitraire de L peut être supposé de la forme 

*M II ■" • • • •" ''P ^pp "• 111 '" • • • •" ^« pp "^ • * • > 

les termes non écrits se rapportent aux autres systèmes amples qui com- 
posent S' : les quantités X^, Xj, . .., X^ sont les racines de P, et les quan- 
tités X'^, X'^, ..., X'^ sont celles de Q. Par suite, tout nombre de a, est ima- 
ginaire et admet pour imaginaire conjugué un nombre de a,. 

83. Il en résulte qu'aux unités Cij de d^, satisfaisant aux relations 

^ij ^jl ^— ^il9 

correspondent dans a',^ des nombres satisfaisant aux mêmes relations et, 
par suite, qu'on peut identifier avec les unités e\j. 
Nous pouvons donc poser 

^ 1 ^ij ^= ^ij ^ ^ijy 

I t - • . 
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et les 2p^ unités f'/y, e)j peuvent être prises pour déterminer le sous-système 
réel T de 2. 

La loi de multiplication de ce système i^éel a à 2p^ unités est alors 
fournie par le Tableau suivant : 



(i6) 





'^Jl 


^/7 


^'J 


en 


eu 


~^'ij 


^'if 


en 



Ce système réel a est simple^ c'est-à-dire n'admet aucun sous-système 
invariant réel. Si, en effet, le nombre 

ti - 2 l.j tij 4- l'ij e'ij 

faisait partie d'un sous-groupe invariant, il on serait de même des deux 
nombres 

e^ii (tej^ = X/y ea^ -+- >./y e^^^, 

Si donc l'un des nombres X/y, X-j n'est pas nul, le sous-système invariant 

contient toutes les unités e^c^j r'-^^, puisque le déterminant des coefficients 

de Cap, r'ap dans les deux expressions précédentes est Xjj -+- X^.^ :^ o. Le sous- 
système invariant se confondrait donc avec le système total. 

Il est bien clair alors que tout système réel S, admettant pour système 
prolongé un système semi-simple, s'obtient par la composition de systèmes 
réels rentrant dans le type précédent ou dans l'un des deux types du n** 81. 



8i. Il est facile maintenant de voir qu'on obtient ainsi tous les systèmes 
réels simples et semi-simples. En effet, si un système réel H a pour système 
prolongé un système S' qui n'est ni simple ni semi-simple, ce système S' 
admet un système invariîint pseudo-nul, et ce système invariant s'obtient 
en égalant à zéro les dérivées partielles du coefficient de a>''~* dans l'équa- 
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tien caractéristique. Mais si ron prend pour unités de £' les unités de 2, 
ce coefficient de a>''~* est réel ety par suite^ le plus grand sous-système 
invariant pseudo-nul de 1/ est prolongé d'un sous-système invariant 
pseudo-nul de L. 

Donc £ et 2' sont en même temps semi-simples ou non. 

Nous énoncerons donc le théorème suivant : 



85. Tout système réel simple rentre dans un des trois types sui- 
vants : 

\^ Les systèmes du premier type sont à p' unités e^j avec la loi de 
multiplication 

2** Les systèmes du second type sont à ip^ unités eij^ e\j avec la loi de 
multiplication symbolique 





e 


e' 


e 


e 


e' 


e' 


e' 


— € 



ihmj.n^ihih 



3° Les systèmes du troisième type sont à ^p^ unités e,y, e-,, t'* , e^ avec 
la loi de multiplication symbolique 
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e' 


e' 


e" 
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e 


e' 
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e' 


e' 


e' 


— e 


e" 


— e" 


e' 


eT 


e' 


— e 


e' 


e' 


e' 


e' 


-e' 


— e 



[i,y] [y, /]=[,,/]. 
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Tout système réel semi-simple est y par définition y formé par la com- 
position de plusieurs systèmes réels simples. 

Aux cas de p = i correspondent : 

Pour le premier type, un système à une seule unité qu'on peut identifier 
avec le système des nombres réels ordinaires; 

Pour le second type, un système à deux unités, e, c', qu'on peut iden- 
tifier avec le système des nombres imaginaires ordinaires, e étant Tunité 
réelle et e' l'unité imaginaire i\ 

Pour le troisième type, un système à quatre unités qui n'est autre que le 
système des quaternions d'Hamilton. 

Le cas général se ramène d'ailleurs à ce cas pai^ticulier de p = j^ à 
la condition de regarder les coejfficients de e, e', e'\ e'^ {ou de e, e'; ou 
de e) comme des nombres complexes d'un p^Aon, Cela revient, dans le 
troisième type, par exemple, a poser 

(*,j m e tij — Zij 6y 6ij — € £,j — E/y € , e,j — 6 S/j — £/y 6 , 6,f — € Ê/y — S/y t? y 

et le nombre le plus général du système est alors 

( 2 ^'j' ^'v ^ "^ ( 2 •^^' ^'v ^' "^ ( 2 "^'f ^y ^^ "^ ( 2 ^''f ^y ^"^ 

On peut encore ramener les systèmes du second et du troisième type 
à ceux du premier y à la condition de regarder les coejjficients des 
unités Cij comme des nombres imaginaires (2* type) ou comme des 
quaternions (3*^ type). 

86. Etudions maintenant les systèmes réels S qui ne sont ni simples ni 
semi-simples. Ils admettent alors (84) un plus grand sous-système inva- 
riant pseudo-nul 1 qui, prolongé, donne le plus grand sous-système 
invariant pseudo-nul a' du système L', prolongé de 2. Je dis d^ abord 
qu'on peut choisir les unités de 2 et les partager en deux séries de telle 
façon que les premières déterminent un sous-système simple ou semi- 
simple et les dernières le sous-systèmc invariant pseudo-nul a. 

Pour cela, reportons-nous au système prolongé 2' de S. Pour ce sys- 
tème, qui n'est plus réel, le théorème est vrai (72). Imaginons que nous 
ayons pris les unités canoniques indiquées au n** 60 et obtenues en par- 
tant d'un nombre arbitraire de S'. Supposons enfin que ce nombre arbi- 
traire appariienne à 2. 
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Les H/)Mons de 2', si Ton fait abstraction des nombres pscudo-nuls, 
fournissent alors, soit un par un, soit par couple de deux, des systèmes 
réels simples de Tun des trois types possibles. 

Supposons d'abord qu'un p^^-ioxi (e,j) de S' fournisse, toujours en fai- 
sant abstraction des nombres du système pseudo-nul, un système simple 
de S du premier type. Alors les unités <?,,, c.221 •••? ^pp sont nécessaire- 
ment réelles. On peut choisir arbitrairement c,.» appartenant au carac- 
tère (ï,2) relativement aux modules partiels c,,, c^^i -••? ^'pp'i ^^*N l'^'"" 
semble des nombres de caractère (r, 2) se déduit de nombres réels; on 
peut donc supposer f?,o réel, de même ^,3, . . ., c,^. Alors e^^ sera réel, car 
il tî'y a qu'un nombre qui satisfasse à la relation 



18 ^il — «'Il » 



Ct^^ étant donné et, par suite, e^2 et e,, étant réels, ce nombre ne peut être 
que réel ; de même pour Cj,, e^^^ . .., c,,,. On en déduit 



6/y C/l Cl j'y 



formule qui donne pour e,j un nombre réel, puisque c'est le produit de 
deux nombres réels, et l'on démontre alors immédiatement que ces p^ 
unités réelles forment un système. c.q.f.d 

87. Supposons, en second lieu, que deux des p^-ions de ï' donnent, 
dans L, en faisant abstraction des nombres du système invariant pseudo- 
nul, un système simple du second type. Alors les unités C/j du premier 
p'-ion de £' sont imaginaires et il n'y a qu'à prendre leurs imaginaires 
conjuguées pour avoir d'autres unités qui forment un p^-ion qu'on peut 
supposer être le second p^-ion considéré de Z'. On en déduit, comme au 
n^ 83, l'existence de 2p^ unités réelles formant dans S un sous-systcmr 
simple du deuxième type. 

88. Enfin, supposons qu'un p^-ion (c/j) de 2' donne dans 2, en faisant 
toujours abstraction des nombres du système invariant pseudo-nul c", un 
système simple du troisième type. Alors nous montrerons, comme au 
n*' 80, que, abstraction faite de nombres de a, on peut supposer que 

<?2i-i,2y-t et ea^tj (rune part, 

f^ii-uv et — e2/.5y_, d'autre pari, 
Fac. de T. — XIL B.IO 
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sonl iina}:;:inaircs conjuguées. Nous allons d'abord traiter le problème dans 
W. cas où ions les produits de deux nombres quelconques de a sont nuls. 

Ueniarquons d'abord qu'en désignant par y)/y un nombre de cr' apparte- 
nant au caractère (îjj) par rapport aux modules partiels e,,, e^a, . . . , tout 
nombre y]2/™i.2/-i est imaginaire conjugué d'un nombre r)2/.2y ^t tout 
nombre y;2/-,,2y d'un nombre yi2/,2y-i« 

Cela étant, Tunité e2/^,.2/-i est imaginaire; Tunité imaginaire conjuguée 
est de la forme ^21,21 -H ^^21,2/; en écrivant qu'elle est égale à son carré, on 
voit manifestement que y]2/,2i est nul. Donc d'abord ^21-1,21-1 et e2i,2i sont 
imaginaires conjuguées. 

Prenons maintenant les unités 6», 3, c?,^, ... et les unités e,,, ^5,, .'.. 
On a 

Les nombres imaginaires conjugués de ces unités peuvent être pris pour 

unités e.2^j c'a^? ... et 6^2? ^"021 ^^ ^ bien, en effet, en remplaçant dans 

les égalités précédentes chaque nombre par son imaginaire conjugué, 

Knlin, considérons l'unité e,^; elle a pour imaginaire conjugue un 
nombre de la forme —^'21 -+-^21- Supposons que le nombre tQji ne soit 
pas nul. Alors, si l'on désigne par — y]i2 son imaginaire conjugué, le 
nombre ^'21 est conjugué de — ((?,2 -+- ^^.2). Or, des relations 

on tire, en prenant les conjugués, 

(<^iî-+-^iî)(^ii — ^ii) = en, 

d'où, comme les produits de deux nombres y) sont supposés nuls. 

Prenons alors les deux nombres 
on voit facilement qu'ils sont imaginaires conjugués; mais ils satisfont à 
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ia relation 

Par suite, on peut supposer que e^^ et — e.^^ sont imaginaires conju- 
gués. 

Cela étant, nous nous sommes donne les nombres 
prenons alors 



Nous obtiendrons y?'-* unités, qui formeront encore un/?"Mon; mais mainte- 
nant nous voyons facilement que les nombres 

eti-x^ij-x cl eu,ij d'une part, 
^u-x.'ij et — ej/,,y_, d'autre piirl, 

sont imaginaires conjugués; les deux premiers, par exemple, s'obtiennent 
par deux formules dont les seconds membres sont imaginaires conjugués; 
de même pour les deux autres. 

En introduisant alors les unités réelles ^/y, c^ , 6',y, e"j comme au n*^ 80, 
nous arrivons à un sous-système simple réel. 

89. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que le produit de deux 
nombres quelconques de a était constamment nul. 11 est facile de lever 
cette restriction. Désignons par y],, y]2, ... l'ensemble des nombres de a 
dont les deux produits avec un autre nombre quelconque de c sont nuls; 
désignons de même par J^,, î^aj ••• l'ensemble des nombres de a dont les 
deux produits avec un autre nombre quelconque de a ne dépendent que 
de Y],, Yja, ...; ensuite appelons 0,, 0^, ... l'ensemble des nombres de c 
dont les produits avec un autre nombre quelconque de a ne dépendent que 
des X, et des y], et ainsi de suite. Il est facile de voir que le produit d'un 
nombre quelconque de £ par un nombre r^ donne encore un nombre y], 
par un nombre Ç donne une combinaison des X, et des r^, et ainsi de suite. 
Désignons par X,, Xj, . . . la dernière série de nombres de t ainsi obtenue, 
et par x^, Xa, . . . l'avant-dernière. 
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delà clanl, on peut déterminer dans £ 4/>^ unités, e/y, e-^, ^* et e^, telles 
(|ue les [)roduits deux à deux de ces unités s'expriment, à part des nombres 
de 7 (|ui i)ourront être au second membre, comme dans la loi de multipli- 
cation (les systèmes réels simples du troisième type. Commençons d'abord 
par faire abstraction des nombres x, . . . , 0, î^, y]; si, dans les formules qui 
<lonnerit la loi de multiplication de 2, on supprime tous ces termes, on 
obtient des formules (|ui peuvent être regardées comme délinissant la loi de 
multi[)lication d'un nouveau système; le raisonnement est le même qu'au 
numéro 35. Mais ce nouveau système a pour plus grand sous-système inva- 
riant ]>seudo-nul les nombres (|ui coriespondent aux X, c'est-à-dire des 
nonibrca dont les produits deux à deux sont tous nuls^ puisqu'ils ne 
dé[)endaient primitivement que des x, . . . , 0, î^, y). Mais, d'après le numéro 
précédent, on peut supposer cboisies les unités e?/y, e^, c,y, ^,y, de façon 
(|u'elles forment un sous-système. Donc, en revenant au système L lui- 
même, nous voyons que nous pouvons faire en sorte que les produits 
des r/y, 6','^, e"jy (\^ ne dépendent pas des nombres X. 

L'ensemble des nombres obtenus en supprimant les unités X forme encore 
alors un système sur le(|uelon peut ré[)éter le raisonnement précédent, les A 
étant ici rein[)lacés par les x. Kt ainsi de suite, de procbe en proche. 
A clHupie o|)éralion, nous ajoutons donc aux unités e, e', e'\ e'*' des nombres 
de a tels que les produits de ces unités deux à deux ne dépendent plus des 
X, des X, . . ., des 0, des J^ et enfin des yj. 

Par suite ^ on peut supposer que ces f\p^ unités forment un sous- 
système, 

DO. \\\\ résumé, les résultats précédents peuvent s'énoncer de la façon 
suivant» : 

Tout système réel qui n'est ni simple ni semi-simple est formé d'un 
sous-système simple ou semi-simple et d*un sous-système im^ariant 
pseudo-nuL De plus, la nature du sous-système simple ou semi-simple 
est parfaitement déterminée. 

Nous allons maintenant étudier d'un peu plus près la loi de multiplica- 
tion de ces systèmes réels généraux et notamment la loi de multiplication 
de deux facteurs, dont Tun appartient au sous-système simple ou semi- 
simple et Taulre au sous-système invariant pseudo-nul. 
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Nous commencerons par supposer que le plus grand sous-syslèmc 
semi-simple se compose de systèmes simples pour lesquels V entier carac- 
téristique p est égal à V unité, c'cst-à-dirc de systèmes analogues au sys- 
tème des nombres réels ordinaires, à celui des nombres imaginaires ordi- 
naires et à celui des quaternions d'IIamilton. 

91. Dans cette hypothèse, si le système semi-simple se compose de // 
systèmes simples, on peut appeler e,, e), e]^ e". les unités de ce sous-systèiue, 
l'indice i parcourant la suite i, . . ., A, mais pour certains nombres de celte 
suite les unités 6'", c^'ou encore les unités c', e'\ e'" devant être supprimées. 

On peut, comme au n'* 20, déterminer les unités de a, de telle façon qu'à 
chacune d'elles correspondent deux indices a, [3, constituant le caractère 
de cette unité, de telle sorte qu'on ait 

(17) C:^n—f\e^ — ri, eifl — riej — o {i^ oc, jy£^). 

Alors on a manifestement, pour les mêmes valeurs de / et dey, 
de même 

»» » W Vf 

e,'n =: Y) ^y — Ci Y] = ri ey = o ; 



au contraire, les produits r^Y], el^ri, e^v], si les unités t'^, e^, e^ existent, 
fippartiennent au caractère (a, fl); de plus, ces quatre nombres y;, e'^r^. 
(?*y], c^Y] sont indépendants ; si, en eiïet, ils étaient liés par une relation 



OÙ les X sont des constantes réelles, on aurait, par multiplication à gauche 
successivement avec e^^ e^, e^^ 

— A Tj -f- A Cat) — A Cy,f\ -h K e^ri = o, 

— À" Yi -\- //"t'in H- l eU - V eU = o, 

— /."'yj -H À" e^r) — >/ <?xYî 4- X e^ri = o ; 

et ces quatre équations ont pour déterminant (X^ -h X'^-h X'''-+- X'"^)- qui est 
essentiellement dilîérent de zéro. Si e^ et e^ seules existaient, on démon- 
trerait, de la même façon, que y; et e'g^r^ sont deux nombres indépendants. 

92. On peut particulariser davantage les unités y] et séparer, dans cer- 
tains cas, celles qui appartiennent à un caractère déterminé en plusieurs 
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calôgorles. Mais nous n'entrerons pas dans ces détails et nous nous conten- 
terons de remarquer que le produit d'une unité de caractère (a, P) par une 
unité de caractère (y, 0) est nul si fl est différent de y et ne dépend que des 
unilos de caractère (a, 2) si ^ est égal a y. 

Knfin, on peut faire en sorte aussi que, les unités y] conservant chacune 
un caractère déterminé, on puisse les affecter d'indices tels que le produit 
de deux unités r^,, y]y ne dépende que des unités y) dont Tindice est supé- 
rieur à / et y. 

Nous exprimerons tous ces résultats dans le théorème suivant : 

93. Etant donné un système réel dont le plus grand sous-système 
semi-simple se compose de h systèmes simples pour chacun desquels 
Ventier caractéristique p est égal à l'unité, c'est-à-dire de systèmes 
analogues au système des nombres réels ordinaires, au système des 
nombres imaginaires ordinaires et au système des quaternions d'Ha- 
milton, on peut choisir les unités y;,, r^o, ..., r^^ du plus grand sous- 
système imariant pseudo-nul du système donné, de façon que les condi- 
tions suiiuntes soient réalisées : 

i*^ A chaque unité T^ correspond un système de deux nombres a, jî de 
la suite 1 , 2, . . ., A constituant le caractère de cette unité et tels que l'on 
ait 

tous les produits f,Y], r^r,, r]r;, f^r,, r^ejj r^e'j^ r^e'j^ r^e"^ étant nuls pour i 
dijférent de ol et j dijférent de ^ ; f,? ^'u ^V? ^'J désignant, conformément 
aux notations du n^ 80, les unités du /''"** système simple, à condition de 
ne pas tenir compte, suix^ant les cas. des deux dernières ou des trois der- 
nières de ces unités ; 

w'' Sui\ant les cas, le produit e'^r^ ou les trois produits e^y;, e^r^j e^ri 
donnent un ou trois nombres de même caractère (ol^ ?) y^ ^j ^' indé- 
pendants entre eux et de r^ ; 

;{** téC produit d^une unité r, de caractère (a, ^) par une unité rj de 
i^iraetère {y y c) est nul si 3 est digèrent de y et ne dépend que des unités 
dr caractère (^a, 0) si 3 est égal à 7 ; 

j'* /.♦* produit de deux unités r,,, r^j ne dépend que des unités dont 
t.'^t.fti.UW est supérieur à chacun des indices i et j, 

Vm^ vUit»ns i|uo toutes les fois que les conditions qui viennent d'être 
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énoncées seront réalisées, les unités f», ^', . . ., y) seront canoniques^ ce qui 
n'implique naturellement pas Texistence d\m seul choix d'unités cano- 
niques. 

94. Si nous appelons systèmes réels de la première classe les systèmes 
que nous venons d'étudier, nous passerons de ces systèmes à ceux de la 
deuxième classe absolument de la même façon que dans le cas des systèmes 
quelconques. 

Tout système réel 2 de deuxième classe se réduit d'un système 

réel L' de première classe, de la façon suivante : 

Imaginons que nous ayons choisi des unités canoniques pour ce sys- 

tème 

EC), E(«^ ..., E<"'; 

chacune d'elles appartient à un certain caractère (a, ^), ow a, ^ sont 
deux des indices de la suite i, 2, ..., II, en supposant que le plus 
grand sous-système semi-simple de L' se décompose en H systèmes 
simples. 

Nous ferons correspondre à chaque unité E^^ de caractère (a, [5) un 
certain nombre p^P^ d* unités e'Jj, ou i parcourt la série i , 2, . . ., p^et j 
la série 1, 2, ..., ^p, les nombres /?,, p.^^ ..., />„ étant H nombres 
entiers. 

Si alors les formules qui donnent le produit de deux unités de 2' 
sont 

les formules qui donnent le produit de deux unités de 2 sont 

•Z-W 

/, y, / parcourant respectivement les séries i, 2, ...,/?„; i , 2, ..., /;p; 
1,2, . . ., py, si les caractères de E?^ et de E"^ sont respectivement (cc^ ^) 
et (P, y). Les produits non écrits sont tous nuls. 

On peut faire la même remarque qu'au n*^ 60 et regarder les nombres 
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<lii second système comme des nombres du premier système, les coefficients 
des unités étant des nombres complexes. 

Nous dirons encore que, dans ce cas, les unités choisies sont canonicpies. 

y.>. Reprenons comme application le problème de trouver tous les sys- 
tèmes réels à multiplication commutative. Nous verrons, comme au n" 74, 
(|u'un système de cette nature, qui ne se décompose pas, est formé d'un 
>r>us-système simple et d'un sous-système invariant pseudo-nul. Déplus, le 
sous-syslème simple est à une ou deux unités. 

Tous les systèmes réels non dêcomposables à multiplication commu- 
tative rentrent dans un des deux cas suivants : 

Dans le premier cas, on peut prend r-e pour déjinir le système des 
unités e, Tj,, . . ., telles que l'on ait 



e' = 6% ern =: r^e — rii, TuTij — ^ a/y,Y) 



sy 



les constantes cnijs étant égales à olj^j et nulles toutes les fois que s ne dé- 
passe pas à la fois les deux indices i et j\ 

Dans le second cas, le sous-système simple est formé de deux unités 
f*j e et Von voit facilement que les unités y), qui sont en nombi^e pair, 
peuvent être partagées en deux séries y;,, r^^? •••? ^i* d'une part, r/,, 
r,!j, . . ., r^, d* autre part, de telle façon qu'on ait les relations 

e' =r — c'- = e, ee' =: e'e = e', 

e r,i = me = ru, e r,) = ri\e = r,',, 

e'fii = Xiic' — r,;, e'ri'i = r\\e' — — r</, 

mr^j — — ri^rij z= ^ ( a/y,Y), -^ Pijsri's). 

les constantes a^y, et olj^^ étant égales et nulles toutes les fois que s ne 
dépasse pas à la fois tes deux indices i et j; de même pour les ^. 

Kn particulier, on retrouve le système des nombres réels ordinaires et le 
système des nombres imaginaires ordinaires dans le cas particulier où le 
système est simple. 
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96. Enfin, un dernier problème intéressant qu'on peut se poser au sujet 
des systèmes réels est le suivant : 

En général, il existe dans un système des nombres qui, multipliés par 
des facteurs convenables, donnent des produits nuls. On appelle ces 
nombres les dwiseurs de zéro. Pour un système non réel, c'est-à-dire qui 
contient tous les nombres qui se déduisent linéairement de r unités avec 
des coefficients réels ou imaginaires quelconques, il y a toujours des divi- 
seurs de zéro autres que zéro lui mcme, sauf dans le cas d'un système à une 
seule unité; si, en effet, le système n'est pas semi-simple, c'est évident, 
puisqu'il admet un sous-système pseudo-nul dont toutes les unités sont des 
diviseurs de zéro ; s'il est semi-simple, il en est de même ; il suffit de 
prendre, dans un système simple r?,y, les deux unités e^ , et e^^ dont le pro- 
duit est nul. 

Pour un système réel, au contraire, il y a d'autres systèmes que celui à 
une seule unité qui n'admettent aucun diviseur de zéro. Tout d'abord, un 
tel système doit être simple, pour les raisons qui viennent d'être exposées. 
De plus, le nombre /?, caractéristique de ce système simple, doit être égal à 
l'unité, sinon on aurait, comme tout à l'heure, deux unités e^^, e^^ de pro- 
duit nul. 

Il reste donc seulement les trois systèmes simples à i, 2, 4 unités, c'est- 
à-dire le système des nombres réels ordinaires, celui des nombres imagi- 
naires ordinaires et celui des quaternions d'Hamilton. 

Réciproquement pour les deux premiers de ces systèmes, la propriété 
n'a pas besoin d'être démontrée ; quant au troisième, on la démontre en 
considérant directement le produit de deux nombres 

les coefficients de ^, e', e", e"* dans le produit sont des formes bilinéaires 
des X et des^, et le déterminant des coefficients des x dans ces formes est 
{y^ -+" y'^ -^ y^ '^y"^y'i dou ron déduit que les quatre formes ne peuvent 
être nulles que si l'on a à la fois tous les x nuls ou tous les y nuls. 

97. Nous avons donc le théorème suivant : 

Étant donné un système réel de nombres complexes à multiplication 
associative, si l'on veut que la multiplication satisfasse à la loi que Ir 
produit de deux facteurs ne puisse être nul sans que l'un des facteurs 
soit nuly ce système est : 

Fac, de T, - XU. B.II 



H.8li E. CARTAN. 

Ou bien le système des nombres réels ordinaires ; 

Ou bien le système des nombres imaginaires ordinaires ; 

Ou bien le système des quaternions d'Hamillon. 

Si Von veut, en outre, que la multiplication soit commutatis^e^ il ne 
reste que le système des nombres réels ordinaires et celui des nombres 
imaginaires ordinaires. 

D'ailloiirs, ce théorème aurait pu se démontrer avant tout développe- 
ment sur les systèmes réels de nombres complexes, la condition pour 
(pfun système n'admette pas de diviseur de zéro étant que le terme 
indépendant de to dans le premier membre de Téquation caractéristique ne 
puisse s'annuler pour aucun nombre du système. Cela étant, ce terme indé- 
pendant de co esl un produit de déterminants de degrés p^^ p^, L'un de 

ces déterminants peut s'annuler en annulant, par exemple, tous ]es p élé- 
ments d'une même ligne, ce qui fait au plus 2p équations linéaires Fvelles. 
11 faut donc que r ne dépasse pas 2^, ce qui exige déjà que p ne dépasse 
pas :>., On a alors ou bien un quaternion, ou bien un système de première 
classe à deux unités ou une unité. 



Mil. 

l.KS CnOlPES mUNKAlRES SIMPLE3IEXT TRANSITIFS. 

ÎW. Nous avons vu (11^ tpi'on pouvait toujours choisir les paramètres 
d'un groupe bilinéaire simplement transitif, de façon que ce groupe devint 
son propre groupe iles paramètres. Aloi^ on jxnil faire en sorte qu'on ait 

en mènio temps 

4.1 

et 

Il et>nvspiuul ^1%^ à ce gi^mpe un sxstème X de nombres complexes à r 
unilés indèpeuilantes f\. «'.. . » . iv. dont la loi de nuiltîplicalîon esl fournie 
iw les ivlations 
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Réciproquement, si Ton part d'un système de nombres complexes défini 
par les formules (3), il lui correspond un groupe simplement transitif dont 
les transformations infinitésimales X//ont la forme (i). 

Enfin, les équations finies du groupe correspondant à la transformation 
finie a^^^f -^^ . .4- «^X^y sont 

A.l 

elles expriment tout simplement que x\et +...-h a;^<v^*st le produit des 
deux nombres it:,6', -f-. . .-+- .xv^^ et a^r, -f-. . .4- a^^v- En particulier, la 
transformation yZ^^/e X^/ donne le produit du nombre :c, r, -+-. ..-f-^^^V 
par l'unité c,. Le nombre complexe a,e, -f-. . .-+- ^^^r symbolise donc la 
transformation finie de paramétres «,, a^, . . ., a^j et la transformation ré- 
sultant de la succession de deux transformations particulières (a,, ^a? «m ^r) 
et (6«, ^2, . . ., br) est symbolisée, d'une part, par 

d'autre pari, par le nombre complexe produit des deux nombres 

99. A tout sous-sysléme de ]S correspond un sous-groupe de G, et ce 
sous-groupe est encore bilinéaire. A tout sous-systéme invar ianl de 2 
correspond un sous-groupe g : Y ^/^ ..., Y,„/de G tel que Ton ait, quelles 
que soient les transformations infinitésimales X/de G, Y/ de ^, 

X(Y/) = /,Yi/ + ...4-X,.Y,,/, Y(X/) = /x,Y,/4-...4-fx,„Y„./; 

a fortiori le crochet 

(XY):-\(Y/)-Y(X/) 

aura une expression de même forme. Il en résulte, d'après une terminologie 
bien connue, que g est un sous-groupe imariant de G. 

Donc à tout sous-système invariant ct de S correspond un sous-groupe 
invariant g de G. Il n'est même pas nécessaire que œ soit un sous-système 
proprement dit; il peut n'avoir pas de module, il ne lui en correspond pas 
moins un sous-groupe invariant de G; mais naturellement ce sous-groupe 
invariant n'est plus bilinéaire. 
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l']n parliculierà un sous-groupe inyananl pseudo-nul 

correspond un sous-groupe invariant g^ Y,/, ..., Y^/, tel que Ton ne 

i)uisse jamais avoir 

Y(X/) = coX/ G^^'o, 

ou 

X(Y/)^co'X/ G)Vo 

pour aucune des transformations Y/de ce sous groupe et X/du groupe G. 
On ne pourra non plus jamais avoir 

(5) (YX)=Y(X/)--X(Y/)=a.X/, 

car on aurait de même 

(6) Yîe — erj zz: (ùCy 

Y) appartenant à œ et e à S. Mais on sait qu'il existe un entier m tel que 
r"'e soit nul; si m désigne le plus petit des entiers satisfaisant à cette 
condition, on a, en multipliant à gauche par yj'""* les deux membres 
de ((>), 

ce qui est impossible, puisque yj est pseudo-nul. 

//C sons-groupe invariant g qui correspond au sous-système inva- 
riant pseudo-nul œ est donCy d'après une dénomination due à Killingj 
de rang zéro : son êqualion caractéristique n'admet que des racines 
nulles. 

iOO. Si le système 2 se décompose en deux systèmes S^, ï^, on voit 
facilement que le groupe G est formé de deux groupes G, et Ga qui n'ont 
aucune variable ni aucun paramètre en commun et qui sont chacun bili- 
néaires. Au point de vue du groupe G, il n'y a donc intérêt à considérer 
que les systèmes qui ne se décomposent pas. 

Prenons d'abord les systèmes simples. Ils sont définis par p unités e/y 
satisfaisant aux relations 

(7) ^ij^ji^Cii. 
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11 correspond à un tel système le groupe 

dont les équations finies sont 

On voit que ce groupe transforme entre elles les variables a?,,, x',,, . . ., x,^ 
par exemple, et à la façon du groupe linéaire et homogène général. Gomme 
le groupe (9) est son propre groupe des paramètres, nous voyons qu'il 
n'est autre que le groupe des paramètres du groupe linéaire et homogène 
général de p variables. 

A tout système simple de p^ unités correspond, comme groupe bili- 
néaire simplement transitif, le groupe des paramètres du groupe 
linéaire et homogène général de p variables. 

101 . Prenons maintenant les systèmes de la première classe. On sait que 
Ton peut prendre des unités canoniques ^1, e.j, ..., 6';^; y]|, tqj, .. ., y)* telles 
que Ton ait 

(10) ej = e„ eiej=o, eati/=: tj^ep^: m, fiifijz^ ^ (Xijstis, 



les indices a, [î qui entrent dans ces formules constituant le caractère de 
l'unité Y)/ considérée. 
En désignant par 

un nombre quelconque du système 2, et en appelant (a^, p^) le car*ictère 
de Tunité y)|, on voit, en passant au groupe simplement transitif G, que 
Ton peut prendre 



(lO 
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les constantes a^,, ne pouvant être différentes de zéro que si Ton a 
De plus les équations finies de ce groupe sont 



j ?'i == «?. Ji- -+- ^1 «^a. -+- 2 ^^*l^' ^^•^'^• 



i\ous dirons que les formules (ii) ou (12) fournissent une représentation 
canonique du groupe G. 

On voit qu'en rangeant les variables dans Tordre ar^, x^, ..., ^/i, >^n 
y 2^ •••? yk^ l^s expressions d'une quelconque de ces variables transformées 
ne dépendent pas des variables qui la suivent. Par suite, d'après une déno- 
mination à M. Lie, le groupe G est intégrablc. Il laisse invariante chacune 
des multiplicités planes 

Xi^\ = -ï'i+î z= . . . zn Xft zi: ^1 =1 . . . =z V^. m O, 
y i-h 1 = 7/4-2 = . . . = JA = O. 

A tout système de nombres complexes de la première classe corres- 
pond donc un groupe bilinéaire simplement transitif et integrable 
dont les transformations infinitésimales peuvent être supposées aKoir la 
forme (jj) et les équations f nies Informe (12). 

102. Nous avons vu (Go) comment on pouvait trouver tous les systèmes 
de nombres complexes de la deuxième classe au moyen de ceux de la pre- 
mière. A chaque unité de caractère (a, P) d'une de ces dernières nous 
avons fait correspondre Po.p^ unités dans le système de la deuxième classe 
correspondant. En passant des systèmes aux groupes simplement transitifs, 
nous voyons que nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Tout groupe simplement transitif se déduit d'un groupe de la 
forme (i i) ow(i2) 






(II)' 
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OU 

[ À. {1 

en faisant correspondre à chaque varialde X^P^o^/ \^Hle caractère (a, (ï) 
PfiP^ nouvelles i^ariables x'^J, yPJ^ ou i\ j sont respectivement deux 
quelconques des nombres des séries i , 2, . . ., /?« ^'/ i , 2, . . ., p^. On fait 
de même correspondre à chaque paramètre X^^\ B^P^ de caractère (^ol, ^) 
PaP^ nouveaux paramètres afj, hjj. 

Le groupe simplement transitif considéré est alors défini soit par les 
transformations infinitésimales 

). = 1, 1 /», 

Y"' /— V ^'«.1 <^-/' a- V « . v'-" *^^ 



/, .«. X 






soit par les équations finies 



1.2, ...,/'i 



('4) 

X X p.<T, X 

103. Tout groupe bi linéaire simplement transitif G est formé d^un 
sous-groupe Y de rang zéro et d*un sous-groupe g se décomposant en h 
groupes g ^^ ^2, .'.•, gh respectiveinent isomorphes aux groupes linéaires 
et homogènes généraux de p^^ p.,^ . . ,^ p^ variables. De plus on peut 
choisir les variables de façon que les p\ premières soient échangées 
entre elles par le premier gi de ces h groupes à la façon des para- 
mètres du groupe linéaire et homogène général de /?, variables et ne 
soient altérées par aucun des h — \ autres groupes; de même pour les 
p\t ..., p\ variables suivantes; enfin de façon que ces p\ 4-...-+-/^^ va- 
riables ne soient pas altérées par le sous-groupe invariant V de rang 
zéro . 
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Ce théorème résulte manifestement des formules (i3) et(i4)- 

On voit enfin que tous les groupes bilinéaires simplement transitifs 
seront connus dès que Von saura déterminer tous les groupes bilinéaires 
simplement transitifs intégrables de la forme (i i) o// (i 2). 

104. Ce qui précède s'applique aux groupes bilinéaires pour lesquels les 
variables et les paramètres peuvent prendre des valeurs quelconques réelles 
ou imaginaires. Occupons-nous maintenant des groupes réels, c'est-à-dire 
dont les variables et les paramètres sont essentiellement réels. 

Tout groupe bilinéaire réel simplement transitif G est formé d^un 
souS'groupe invariant Y de rang zéro et d^un sous-groupe g se décom- 
posant en h groupes g^ ^ g.,, "-> gh rentrant tous dans l'un des trois types 
suivants : 

1" Les groupes du premier type sont à p^ variables Xij et sont donnés 
par les formules 

(.5) x,v/=x.,--4-x,,^ +... + ^^,_^ 

OU 

(16) x\j =z a^j JTn -+- Gij JTi, 4- . . . -+- otpjjrtp ; 

on obtient ainsi le groupe des paramètres du groupe linéaire et homo- 
gène général à p variables ; 

2° Les groupes du second type sont à ip^ v^ariabhs Xijy y^j et sont 
donnés par les formules 

('7) \ 

-^ àf , , ^ df ,, df ., df 



\,jf_x„-^- +...+X,., ^ -y^'à^j -••—y'"dx 



PJ 



OU 



( jc'ij—a^jXiy^ 4- . . . -f- apjXip—b^jVa — ... — ^py7/>, 
f y'ij = aijyn H- ... 4- «,,///> 4- t^tj x/j 4- . . . 4- t^pjXip ; 

3** Les groupes du troisième type sont à \p^ imriables x^j^ y^j^ j,,, /,y 
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et sont donnés par les formules 



w=2(-^-«'^ 



à/ , à/ 



(•9) 



ou 



(20) 



X=i 

•x=i 

X=P 

1=1 
X=P 

X=i 

*/y = 

X = i 

X=p 



S/y = 2 (^V-»X -H ^Xy ^X + c\j^a — ^Xy/zx), 



'/y= 2 (^V^/X — ^Xy-iX -+- ^Xy/iX H- d\jXa), 



X=i 



^ chacun de ces groupes à p^ {^P^ ^^ ^P^) '^cLriables on peut faire 
correspondre p^ {ip^ ou ^p^) variables qui soient échangées entre elles 
suivant les formules (i6), (i8) ou (20), sans être altérées par aucun des 
autres groupes qui composent g ni par le sous-groupe invariant T. De 
plus, toutes ces variables sont indépendantes entre elles. 

105. Rappelons que l'on appelle groupe simple un groupe qui n'admet 
aucun sous-groupe invariant. 

Les groupes (16), (ï 8) et (20) ne sont pas simples, mais ils se com- 
posent d'un souS'groupe invariant à un paramètre et d'un sous-groupe 
invariant simple à /?^ — i (2/)^ — i ou [\p^ ^ 1) paramètres. 

Prenons, par exemple, le groupe (19) ou (20) et prenons d'abord le 
cas particulier où p est égal à i. Rappelons que la transformation 

Foc. de r. — \II. R.T2 
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a\/ -h h \f -1- cZf-h dlif étant symbolisée par ae H- be' -f- ce" -f- de'% le 
crochet de deux transformations infinitésimales symbolisées par les nombres 
complexes u cl i^ est symbolisé par le nombre wt^ — çu. Supposons donc 
qu'un sous-groupe invariant contienne la transformation 

en prenant le crochet de cette transformation avec Y/, Z/, T/, on obtient 

successivement 

r/Z/-rT/, />T/-./Y/, c\/-bZ/' 

transformations qui doivent aussi faire partie du sous-groupe invariant. Le 
même procédé, appliqué à ces nouvelles transformations, donne 

cZ/H-r/T/, ./T/4-6Y/, /A74-6-Z/, 

d'où l'on déduit l'existence, dans le sous-groupe, de aX/, ^ Y/, cZ/, clT/, 
Si ^, par exemple, n'est pas nul, le sous-groupe invariant contient Y/ et par 
suite (YZ)= 2T/, (YT)= — 2Z/; il contient donc les trois transforma- 
tions Y/, Z/, T/ qui effectivement forment un sous-groupe invariant. Il 
en est de même si c et rf ne sont pas nuls tous les deux. Si enfin b, c, d sont 
nuls tous les trois, il reste la transformation Xf qui engendre un sous- 
groupe invariant à un paramètre. Ces deux sous-groupes sont échan- 
geables entre eux, c'est-à-dire que le crochet d'une transformation de l'un 
et d'une transformation de l'autre est toujours nul. Il en résulte que le 
groupe à trois paramètres (X/, Z/, T/) est si m pie ^ car, s'il admettait un 
sous-groupe invariant, il serait aussi invariant dans le groupe total, ce qui 
n'est pas. 

Passons au cas où p est plus grand que i . Supposons qu'un sous-groupe 
invariant du groupe (19) ou (20) contienne la transformation 

(21) U/=2(^'vX/y/-^^^/yY,y/-f-c,yZ,y/+^,vT/y/); 

il contiendra alors 

I 
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Si Ton fait subir à la transformalion du second incm])rc la même opéra- 
tion qu'à la transformation IJ/, on trouve une nouvelle transformation 

en supposant a différent de [i. En combinant successivement avec ^ aa/? 
'^9.%ft Taa/, on en déduit trois autres transformations, combinaisons li- 
néaires de X(ip/, Ya^/, Za^/, Ta^/, et le déterminant des coefficients est 

(<^,?a"^ '^5a^~^*^a"^ ^^^x)'- 1^^*^ SuilC, si TuU dcS UOmbrCS «pa^ '^pa? ^'?a^ ^^^a 

est différent de zéro, le sous-groupe invariant contient les quatre transfor- 
mations X^p/, Y^p/, Zg^p/, Tap A En combinant avec X/a.A on en déduit 
tous les X/p/, Y/{i/, Z/p/, T^p/ (/^^) et, par suite, aussi tous les 
X/y/, . . ., T,y/, pour / différent dijy. Les formules 

montrent alors que le sous-groupe invariant contient tous les \ f et, de 
même, tous les Z / et tous les T /. I^ifin de 

(X^Xy/) -\iif--\jjf 

on déduit l'existence de tous les X/// — ^pp/- Si donc un sous-groupe 
invariant contient une transformation U/pour laquelle les coefficients a, 
6, c, rfqui ont deux indices différents ne sont pas tous nuls, ce sous-groupe 
invariant contient, au moins, f\p' — t transformations infinitésimales indé- 
pendantes 

^i/J ^PPJf •^UJ* ^iij* 'ijj* ''njy '^ijl^ * ii J •* * U J ' 

Réciproquement, d'ailleurs, ces transformations forment bien un sous- 
groupe invariant; c'est le plus grand sous-groupe du groupe donné qui 
fasse partie du groupe linéaire et homogène spécial des !\p' variables x^ 

Si, maintenant, les coefficients a^ Ik r, d de L/sont tous nuls à Texcep- 
lion des a,,, ba^ Ca^ dn^ il en doit être de même pour la transformation 
(XapU), sans quoi on tomberait sur le cas précédent; par suite, en consi- 
dérant les coefficients de Xg^p/, V^p/, Za|^/, T^p/, on voit que tous les cia 
sont égaux, de même tous les ^//, tous les cv,, tous les du. Si, maintenant, 
les b ne sont pas nuls, le crochet (Zj^^U) contiendrait un terme en T^p/, 
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ce qui est impossible. Il reste donc seulement l'hypothèse où U/est, à un 
facteur constant près, 

cette transformation engendre bien un sous-groupe invariant, puisqu'elle 
est échangeable avec toutes les autres transformations du groupe. 

Il en résulte, comme tout à l'heure, que le premier sous-groupe invariant 
à 4p^ — I paramètres est simple. 

Le même raisonnement s'appliquerait évidemment a fortiori aux 
groupes du premier et du second type. 

106. En/i/ij les résultais du rf 94 montrent que tous les groupes hi- 
linéairesj simplement transitifs, sont déterminés dès qu'on connaît 
ceux pour lesquels les entiers /?,, p2, ..., />/i (n° 104) sont égaux à 
l'unité. 



107. A un système à multiplication commuta tive correspond un groupe 
bilinéaire simplement transitif, dont toutes les transformations sont 
échangeables entre elles, autrement dit un groupe en involution, et réci- 
proquement. 

Cela étant, les résultats du n° 95 nous permettent de donner la forme 
générale des groupes bilinéaires simplement transitifs en involution qui ne 
se décomposent pas. S'ils sont réels, ils rentrent dans deux types distincts. 

Ceux du premier type sont définis par les formules 



X,* 

(f =:i, 2, . . ., r — i; a>i,:=o, pour 55i ou 5 JX), 



ou 



X :=.ax. 



X.(i 
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Ceux du second type sont définis par les formules 



(a3) 



i 






'^'•^="|^^f,-^i;(P^'-^'^-^«^"'^>|;-^2(«^"->^-p^"'^)|' 



ou 



x' zzz ax — cZy 



z'=zaz -H ex, 



t'i—ati -^cyc-^biZ -^ diX-^^cf\^i(b^tx -\- d^y\)-\-^^\^i{b^y\—d^t\). 



IX. 



LES GROUPES BILINÉÂIRES QUELCONQUES. 



108. La structure d'un groupe bilinéaire quelconque étant la même que 
celle de son groupe des paramètres, nous pouvons appliquer les résultats 
du paragraphe précédent. 

Tout groupe bilinéaire G se compose d^un sous-groupe invariant r 
de rang zéro et d'un sous-groupe g qui se décompose en un certain 
nombre h de groupes qui sont respectivement isomorphes avec les 
groupes linéaires et homogènes généraux de p^y p,^^ - --} Ph variables. 

Tout groupe bilinéaire réel G se compose d'un sous-groupe invariant 
réel r de rang zéro et d'un sous-groupe g qui se décompose en un 
certain nombre h de groupes, dont chacun est isomorphe à un des trois 
groupes suivants : 

1° Le groupe linéaire et homogène général de p variables; 

2** Le groupe à 2p^ paramètres et ip variables Xi^ yi 



(•^) 
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3^* Lr groupe à /\/j' paramètres el f\p variables x,, r,, j/, /, 

y'i - 2 (ff-kiyy -+- ^yi-n -+- ^//'x -+- ^6./-x), 

X = i 
X=p 

X=i 
X = ;, 

X = i 

C/tacun de ces groupes est formé d^uii sous-groupe invariant simple 
à p^{ip^ — I ou \p'— i) paramètres et d'un sous-groupe invariant à 
un paramètre. 

lOy. Voyons, d'une manière plus précise, la forme effective de ces 
groupes^',, ^^, ""> gh ^iii correspondent aux sous-systèmes simples des 
systèmes de nombres complexes. 

Rappelons que nous faisons correspondre une transformation finie (ou 
infinitésimale) X/à un nombre u du système, de telle façon que, si u et v 
sont les deux nombres qui correspondent aux transformations X/, Y/, le 
produit uv correspond à la transformation X( Y/). 

Cela étanl, prenons, par exemple, le sous-groupe g. Il lui correspond 
un sous-système simple. Supposons, pour fixer les idées, que ce sous- 
système soit du troisième type. Il est alors formé de 4/>^ unités e^jy e]j, cj^, 
e'^j auxquelles correspondront, dans G, 4/>' transformations X/y/, Y,^/, 
Ztjf. ^ijf* Si Ton désigne par / une fonction linéaire des variables que 
transforme le groupe, on a 

ou 

(3) XnL\,i(/)-/]-^*»- 

Cela étant, si \m(9) e»?t égal à ./'-f-9, 9 étant une certaine 'forme li- 
néaire, il est clair que Ton a 
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puisque réquation (3) exprime simplement que Xj , (o) est nul. Par siiitr, 
on peut toujours choisir les variables x du groupe de telle façon que, 
pour chacune d'elles, X, ^ {x) soit égal à x ou à zéro. 
Cela étant, partons d'une variable ,r, telle que Ton ait 

(5) Xn(''i) = '^i: 

posons 

Y„ ( Jî, ) — —V,, /,, (x, ) := — ^,, T,, (./•, ) — — ^ ; 

il est facile de se rendre compte que ces quatre variables sont indépen- 
dantes; car, si Ton avait 

les expressions de Y,,(cp), Z,,(o), ï«,(o), qui devront être aussi identi- 
quement nulles, montrent que a, «', a", a'" doivent élre tous nuls. 

En calculant X,,(/), Y,,(/), Z,,(/), T,,(/) pour chacune des va- 
riables iC|, y,, w,, /,, on trouve, en se servant des valeurs des produits des 
unités c,,, f?', ,, r",, r'J',, que Ton a 

V /•_ '^Z* ^^/' ^y / '^^ 

V r- ^y ^1' '^ ^^f 

rr r_ , 0/ or i)f ôf 

In/- - ^«a.7;-^^'5v, ~->';h^ "■■'■' jV; "^"- •• 

En partant de même d'une variable x\ telle (jue X|,(x'^) soit éyal i\x\ 
indépendante de a:«, y\^ :?,, /,, on en déduira trois nouvelles variables^,, 
z\^ t\ qu'on vérifiera facilement former avec les précédentes huit variables 
indépendantes; et ainsi de suite. Nous obtiendrons, par exemple, m systèmes 
de quatre variables, que nous écrirons désormais 

«{.) ».''■' -(/» /'^' / ; — , .1 ,,, \ 
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V f V Of' !>'" «>/' f^'* \ 

On dêtiiiira de inème .r; /: r' /: par la oonsuloralî.^ri 

des transformations X.,/"* ...• X,, /"- Nous avons ainsi \inp varia!»l'*> 
toutes indépendantes entre elles eii fonction desquelles sVvprinient sinipL^ 
ment toutes ces transformations. On en déduit immédiatement les evpn.^s- 
sions do X,â /\ V,à. Z,3 f. T,3 /"par la considération des identités 

qui donnent 

Knfin on déduit de là 

111. En faisant les calculs qui viennent d'être indiqués on trouve ainsi. 
pour les douze groupes considérés, les formules suivantes 

V r V 'V '^f *^^ *>'" , 



(Jy^ ôz'^ dt^ 



i m 



^^ ài^, oy^ Oz. ài^ 



^ --- ., 



->> 



- 1 

I — m 



1 = 1 • 



I = m 
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et alors on a 



(6) 



^nf- 2à\ ""^ dx'i^ ^^' <?/</' ^ ' «?5<," ' Ot^^'J 

I 
i 
i 

T., f- y (- t'^'JL + ~i'>JL _ yU)AL +ar'--^V 



110. Introduisons maintenant 4w nouvelles variables a?!,", yl,", z'/', /j" en 
posant 

(7) x',')=x,.«). y/'=x..(y/'), 4" = x„«'), f '," = x„ ( ^ '," )• 

Ces 4^^ variables sont indépendantes entre elles et des l^m premières; 
sinon, en effet, on aurait une relation de la forme 

2[«/X„(.r'/') + . • •+ rf/X„(f'/>) + «,X„(x'.") +. . .-h 3,X„ («',")] = o. 

Mais, en appelant / le premier membre de cette identité et formant 
XiaC/)? on en déduirait 

2 ( «I ^'/' 4- bi yf 4- a z^i' -h- di tf ) = o, 

ce qui est impossible. 

De plus, comme nous avons supposé les variables choisies de manière que 
X,,(.a?) fût égal k x on k zéro, les expressions \^^(x) et X2,(a;) sont en 
même temps nulles ; car on a 

on voit bien que, pour toutes les variables x pour lesquelles X, , (x) est nul, 
X5, est aussi nul. 

Par suite, on a l'expression définitive de Xoi/ et aussi celles de Y^,/, 
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(7) 






On définira de même x^^\ . . ., z!,", . . ., a;^', - - ^^ t^ par la considération 
des transformations X3,/, ..., \pif- Nous avons ainsi .V^/^ variables 
toutes indépendantes entre elles en fonction desquelles s'expriment simple- 
ment toutes ces transformations. On en déduit immédiatement les expres- 
sions de X,p/, Y,p, Z,p/, T,p/parla considération des identités 

Xip(Xp,/) = X,i/, X,p(Xai/) = o 

qui donnent 

Enfin on déduit de là 

Xa?/— Xai(X,3/), . . ., Tap/=Ta,(X,p/). 



111. En faisant les calculs qui viennent d'être indiqués on trouve ainsi, 
pour les douze groupes considérés, les formules suivantes 



/ 



I —m 



x«?/- 2, \ •^. ^^,. ^-^^ j;^ +- ^ -^ '» ^j' 



I -1 



^^■^f-2^ l •^' ^xL" ^''" M" ^ " M" -=' d^i/v' 



(o) 



i — \ 
i = m 



Ofi' àz^' dl'i 



^«3/ -2j (^ - ^^u. '» ^y.. +'^« ^,,0 +^' ^.; 



t =: m 



Fac. de T, - \IL B.l3 
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OU 



(9) 



X=i 



zr :--- 2 («),a5>." + &>.. ti'' + 0.axx' - ./).,„.i' ). 



y. .— 1 



/>/^' rrr 2 («Xa ^x' - ^Àa Z'I^ -f- r>.a V^ ^ ^a >r{'). 



\ =1 



On voit ([uo CCS forniub'S ne sont autres que les formules (2) appli(|uées 
à m systèmes de quatre variables. 

Bien évidemment si le système simple considère appartenait au second 
et au premier type, il n'y aurait qu'à supprimer les variables z et / dans le 
premier cas, y, ^ et / dans le second cas, ainsi que les transformations Z/ 
et T/, ou bien Y/, Z/ et T/, suivant les cas. 

Nous pouvons faire rentrer tous ces cas dans une seule formule; posons, 
en effet, 

\ ^i'e ^yHe' + z^i^ e' -+- fi' e^ = \i , 
(10) 

r, e'j c'\ e'^ désignant les unités d'un système de qualernions d'IIamilton; 
alors les formules (9) s'écriront 

(11) Xî^>'=i2^x'-Axa. 

> = i 

Ces formules conviennent encore au cas des systèmes simples du second 
type en regardant les Xi" et les Ax» comme des variables (ou paramètres ) 
imaginaires et au cas des systèmes simples du premier type en regardant 
les X et les A comme des quantités réelles. 

1 12. D'après cela, nous énoncerons le théorème suivant : 

Tout groupe bilinéaire G est formé d^un sous-groupe im-'ariant de 
rang zéro Y et d'un ou plusieurs groupes gi, g^j . . . , dont chacun g est, 
symboliquement y le groupe linéaire et homogène général d'un certain 
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nombre de séries de p variables X,, Xo, . . ., X^, ces variables étante sui- 
i^ant les ras, réelles^ imaginaires ou des r/uaiernionSj et les p^ para- 
mètres ayant la même nature 

(l'i) \b^''=:>;X^^\>.a (/:=I,2, ...). 

»S/ les variables et les paramètres du groupe bilinêaire (j sont des 
quantités imaginaires quelconques, le groupe est formé d'un sous- 
groupe imariant fie rang zéro F et d'un ou plusieurs sous-groupes »•,, 
^^^2^ • • -î dont chacun g est le groupe linéaire et homogène général d'un 
certain nombre de séries de p variables^ naturellement imaginaires. 

S'il y a plusieurs groupes g^ les variables transformées par l'un d'eux ne 
le sont pas par les autres: cela tient à ce ([ue, si Ton considère les systèmes 
simples correspondants, le produit de deux nombres cpielcon(|ues appar- 
tenant à deux de ces systèmes est nul. Par suite, toutes les variables intro- 
duites pour chacun des sous-jçronpes g^^ g^^i . . ., sont indépendantes enln» 
elles et de plus elles fournissent toutes les variables du groupe comme on 
s'en rend compte en considérant la transformation du groupe qui corres- 
pond au module du système de nombres complexes et qui est la somme* des 
transformations telles (pie X///; cette transformation est 

df ôf ùf 

xV \ -r — — -\- ce» -r — f— . . . -j— 3C n —z ) 

X*, , Xa, . . ., x„ étant toutes les variables du groupe. 



SUR LE 



PROBLÈME DE L'ITÉRATION, 



PAR M. C. BOURLET. 



Le problème général de VItcration peut être posé de la façon siiivanle : 
Soit <f{z) une fonction donnée de la variable z; posons 

?o(-) = -. ?i(-)-?(-), 9î(-) = 9[?(-)]. 
plus généralement 

9a(-) " ?[?A-l(-)]. 

Soit o^^( z) la fonction inverse de 9(^); nous poserons encore 

?-î(-) = ?-i[?-i(-)]» .... 9_A-_,(-) = 9-1 [9-x (:;)]. 

On aura^ alors^ pour toutes les z^aleurs entières positives ou négatives 

des indices de p et q, 

9/'[9y(-)]-9A'+7(-); 

et il s* agit de trouver une fonction ^(k, z) de la variable z et du para- 
mètre k telle que l'on ait 

pour toutes les valeurs entières positives ou négatives de /;, et telle, en 
outre, que l'on ait 

(B) ^[k,^(k',z)]^^{A-^-k',z), 

quels que soient les nombres k et k', réels ou imaginaires. 

Ce problème a déjà donné lieu à de remarquables travaux, lùudié d'abord 

Fac. de T. — Xll. C. 1 
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par Schrôder (') et Korkinc (^), il a été repris, plus récemment, par 
M. Kœnigs ('). 

Schrôder et Korkine se sont surtout occupés du calcul des coefficients 
du développement de la fonction ']f(k, z) suivant les puissances croissantes 
de z — Xj X étant point limite de la fonction o{z)] mais, outre que leurs 
méthodes se bornent à montrer comment on calculera de proche en proche 
ces coefficients, elles présentent l'inconvénient de présupposer soit l'exis- 
tence de la fonction '>];(/(■, z), soit la convergence des développements étudiés. 

Korkine, à vrai dire, a donné une seconde méthode, fort ingénieuse, 
dans laquelle il montre que la fonction ']f(k, z) peut être mise sous la 
forme 

et la recherche de cette fonction est ainsi ramenée à celle de la fonction 
7r(i;), qui vérifie l'équation fonctionnelle d'Abel 

Il donne une expression formelle de '^(z)^ dans laquelle figure un déve- 
loppement en une série doublement infinie dont, malheureusement, il n'a 
pas établi la convergence. 

M. Kœnigs, en se plaçant à un tout autre point de vue, et sans recher- 
cher la forme de la fonction ^'(^j ^)î ^ démontré d'une façon rigoureuse 
son existence. 

Aucun de ces auteurs, comme on le voit, n'a donné une expression 
explicite de cette fonction ']>(/i, :?) dont la validité soit assurée. 

Cependant Schrôder indique dans son Mémoire, aux notations près, la 
formule suivante (*) : 

9r(-)= ?o(-)4- ^ [?i(^)--?o(^)]-H ' [~~ [?2(-) — 2o,(::)-h9o(-)]4-... 

1 I • ^ 

/•(r — i). . .2. 1 r , . /• , , r(r — i) , . / xr / x 



(*) SciiRODKR, Ueber iterirte Functionen (Mathematische Annaten, t. III, p. 296). 

('; KoRKiNK, Sur un problème d* interpolât ion {Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, 1^ série, t. Vi, p. 228; 1882). 

(') KoËNiGS, Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles {Annales de 
l'École Normale supérieure, 3* série, t. II, p. 385; i885). 

(*) CeUe formule a été suggérée à Schrôder par une autre formule donnée par Cayley 
dans le Quarterly Journal, t. LI, p. i ; pour ma part, je l'avais retrouvée en appliquant la 
formule d'interpolation de Newton. 
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OÙ r désigne un entier positif et où le second membre ne contient que 
r -}- I termes. Il est vraiment curieux qu'il n'ait pas eu l'idée d'appliquer 
cette formule au cas de r quelconque car, en remplaçant la somme du 
second membre par une série, il aurait été ainsi conduit à la solution 
explicite qui fait l'objet de ce Travail. 

I. 

Je rappelle d'abord deux propriétés de la fonction de substitution ç(:?). 
I** Soit 07 une racine de l'équation 

a: est ce qu'on appelle un point limite de la substitution o(z)'^ on a, pour 
toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de l'indice p, 

(i) <^p{jr)=zar. 

Je supposerai, de plus, toujours, dans la suite, que la fonction (f(z) est ré- 
gulière au voisinage du point z = x^ c'est-à-dire qu'elle est développable en 
une série ordonnée suivant les puissances croissantes de z — a; et que l'on a : 

2" Désignons par ^'p(z) la dérivée de <fp(z)'^ on aura, quel que soit 
l'entier positif ou négatif/?, 

[pourvu que, dans le cas où p est négatif, (f'(x) =^ o]. 
En effet, pour A* = 2, on a 

et, en faisant j = x et remarquant que 

Si la loi est vraie pour l'indice /?, elle est vraie pour Tindice/? -^ i , car 
et, en faisant z = x, en vertu de l'égalité (i), 



(3) 
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La proposition est donc vraie pour les indices positifs. 

D'autre part, on a 

?[?-.(-)] = -, 
donc 

9'[?-i(-)]?-i(^) = ' 
(»t, en faisant z = x^ 

9'(x)9'_,(^) = i, 

ou 

La loi s'étend alors, de proche en proche, comme plus haut, aux indices 
négatifs. 

IL 

Considérons maintenant la série 

^(X-,C) = 5H- - [9(w)-5]H [9i(-)-29,(5)-h5] -h... 

les coefficients Cj,, C^, . . ., qui figurent dans les crochets, étant les coeffi- 
cients binominaux. Remarquons, de suite, que cette série peut s'écrire 
symboliquement 

^j.(/r,^)^ ^ + ^(9 - 1)5 4- ^i^^\9 - i)(»)c 4-. . . 

(1) 

k{k—\)...(k — p-^-\) 

à condition de remplacer, dans le développement de la puissance symbo- 
lique (o — xj^^z, l'expression ç^^^z par ç^(^). D'ailleurs, cette dernière for- 
mule {\) peut encore se condenser, symboliquement, en celle-ci : 

(5) ^(X-,5)^[.4_(ç_i)](A).. 

Pour que l'égalité (3), ou les équivalentes (4) et (5), définisse une 
fonction bien déterminée ^{k^ ^), il faut, d'abord, prouver la convergence 
delà série qui figure dans le second membre et, à cet effet, j'établirai la 
proposition suivante : 

X étant un point limite de la fonction 9(5 ), au voisinage duquel elle 



-T- . 
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est régulière, tel que Von ait 

l9'(^)-i|<i, 

il existe un cercle Cj., de centre a;, tel que y pour tout point z situé à V in- 
térieur de ce cercle, la série (3) soit convergente, quel que soit k. 

Prenons le rapport du (^ -h i)»^™« terme de la série (3) au précédent; ce 
rapport est 

et cherchons d'abord la valeur de ce rapport pour z = x. Pour cette valeur, 
le rapport prend la forme indéterminée - > car 

nous aurons donc sa valeur en prenant le rapport des dérivées pour :; = x. 
Si Ton tient compte des égalités (2), démontrées plus haut, la valeur de 
ce rapport est donc 

Ceci nous prouve, d'abord, que le rapport R^(-) est, quel que soit/>, 
une fonction régulière de z dans le voisinage du point limile x puisqu'en 
ce point il a une valeur finie et qu'il est le quotient de deux fonctions ré- 
gulières. La limite de ce rapport, lorsque/) croit indéfiniment (limite qui 
est indépendante de A), esl donc, en général, une fonction R(3) régulière 
au voisinage de ^ = x et la valeur de cette fonction pour :; = x est 

R (x) = lim j ^' ~f^ "^ - [o'Cx) -.](:-!- 9'(^). 
P=» { P 1 

Si donc on a 

|9'(a.-)-i|<i, 

on pourra déterminer un cercle C^., de centre x, tel que, pour tout point z 
situé a l'intérieur de ce cercle, le module de R(:?) soit assez voisin du module 
de R(.t), c'est-à-dire de | '^'(x) — 1 1, pour être plus petit que i; pour tous 
ces points la série (3) sera donc absolument convergente, quel que soit k. 
Mais il y a plus. La démonstration précédente nous prouve, en eflet, (|ue 
si Ton considère la série déduite de la série (3) en prenant les dérivées de 
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tous les termes, par rapport à Zj et si, dans cette nouvelle série, on prend 
le rapport du (p-h i)'**'"® ternie au précédent, ce rapport a une limite indé- 
pendante de A' qui est une fonction S(:j), régulière au voisinage du point 
limite, telle que Ton ait 

S(x) = K(^)=r I — Cp'(^). 

On pourra donc déterminer un second cercle F^j.? d^' centre Xj de 
rayon égal ou inférieur à celui de C^, tel qu'à l'intérieur de ce cercle, 
et quel que soit A*, la série (3) soit convergente et définisse une fonction 
'|(A, ^), régulière en z. 

Dans toute la suite, je supposerai qu'on ne considère la fonction '^(A, :;) 
que pour les valeurs de z situées à Tintérieur du cercle Fj. dans lequel elle 
est régulière. 

III. 

J'établirai d'abord quelques propriétés simples de la fonction ']^(k, z). 
i^ X étant le point limite, on a 

(6) ^(X-,^) = ^. 

C'est évident, car, comme nous l'avons remarqué plus haut, l'expression 
(ç — i)-^^:; prend, pour :? = x, la valeur 

v{>(A, x) se réduit donc à son premier terme x. 

2° ^' (A, z) désignant la dérivée de la fonction ^{k^ 5), par rapport 
à z^ on a, au point limite x^ 

(7) i{.'(Ar,^) = [9'(x)]*, 

quel que soit k. 

Nous avons vu, en effet, qu'on a toujours pour les valeurs entières de 
l'indice p 



(1) ici (r — \)P désigne une véritable puissance. Pour qu'il n'y ait pas de confusion, 
j'aurai toujours soin de placer les exposants des puissances symboliques entre parenthèses. 
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or, on a 



P ' 

et, pour z = Xj 

Wi^) - 1]^''^= ?;(^) - c;,?;.-! (^) -+- cî,a);.,(^) - . . .4- (- iK 

prend, par suite, la valeur 
On a donc 

A- ( A- — I ) . . . ( A' — £? -h I ) r , , V n „ 

■^ "^ ^1 ^[^'(•^)-l]"-H..., 

les puissances étant ici de véritables puissances. Puisque | ç'(^) "~ ' I < ' j 
la série du second membre est convergente et a pour somme 

quel que soit /r. 

Ces deux propriétés ne sont, en somme, que Textcnsion à '>|^(A, '-) des 
deux propriétés des fonctions <fp{z) rappelées au n^ I. 

3*^ p étant un entier positif ou nul, on a 

(8) ^{p,z)^^,{z). 

Ceci est encore évident, car on a 

puisque p est entier, et en effectuant la puissance symbolique. 
4° p étant un entier positif, on a 

quel que soit k ('). 



(*) II faul remarquer qu'à cause de l'hypothèse |(p'(j7)| <i, si ^ est suffisamment voisin 
du point x^ fp{^) sera à l'intérieur du cercle Tx dans lequel la fonction W est régulière. 
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Il suffit de prouver la proposition lorsque /> = i, car, alors, elle s'étend 
sans difficulté, de proche en proche, pour/> = 2, 3, 4? Or, on a 

et ceci peut s'écrire, symboliquement, 

^{k-('^ --r- il--- A{k-iy...(i—p^ii 

rl^» -f* ^ J — r- — Tir — 'Jr-^^ — jri (^ — i-'' w^ — .... 

I p. 

ce qui revient à multiplier symboliquemeni par o. 

Pour multiplier symboliquement par s, on peut multiplier par 1 — 9 — 1 
et l'on a donc 

';[X,9(^.] = [.^ (:.-.;]* [,-(o-i)]^ 

y* — p étant un entier négatifs on a au^i 

MO) T'« — />» -; = ?-/►(-), 

à condition de choisir pour s_,(j ) celle des déterminations qui. pour 
z = Xj se réduit à x. 

On a, en effet, d'après ce qui précède, 

'i( — ^1^ ) est donc la fonction inverse de o(j) qui se réduit à x pour 
j = x, en vertu de Tégalilé (6). Donc 

Plus généralement, 
donc 



la détermination de s_p(j) étant telle que, pour j = x, 9-/>(^) ^^^ réduise 
à jr. 
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IV. 

Pour terminer, il nous reste à prouver la proposition capitale que voici : 
On a, quel que soit /f , 

(11) 9[ + (^, z)] = ^[k-^i, z]. 

Pour cela, il suffît, à cause de l'égalité (g), de prouver que Ton a 

(12) 9[ + (^,^)] = +[Ar, 9(-)]. 

Or, les deux membres de cette égalité (12) étant des fonctions régulières 
au voisinage du point limite a;, il suffît de prouver que les deux membres, 
ainsi que toutes leurs dérivées par rapport à z, sont égales pour z = x. 

On a, en premier lieu, 

et 
donc 

9[^.(Ar, ^)]=r:ij>[/-, o(x)]. 

En second lieu, en vertu des égalités (6) et ( 7), 

9'[ + (X', a:)] ^'(X-, X) = 9'(^) [9'{^)r= [9'(^)Î^"S 
^'[^, 9(x)]<p'(^)zzz[9'(x)f9'(^) = [9'(.r)]^^'; 

donc encore 

Prenons les dérivées secondes : il faut prouver que 

9''[4,(X-, X)] [<]>'(/,-, x)P+ o'[^(A-, ^)] !"(/•. X) 

Posons, pour abréger l'écriture, 



• • » 



on doit donc avoir 

x'y^^-hx'^'ik, X) = x''Y(k, x) + x"x'^ 
ou 

y (A; x){x'^ - x') — x"{j:"-'^ - x'^), 
Fac. de T. — \II C.2 
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La relation (12) qu'il s'agit de démontrer étant vraie pour toutes les va- 
leurs entières de A, cette dernière relation, qui en est une conséquence, est 
vraie pour toutes les fonctions 9y,(^); on en conclut que ^"(^j ^) s'obtient 
en remplaçant dans son développement les expressions 



9pi^) par 
et l'on trouve ainsi 






ce qu'il fallait établir. 

Considérons encore les dérivées troisièmes : il faut prouver que 

9-[^(^,a:)][+'(X-,a:)P 

+ 3(pl^;(Ar,^)]4;''(A-,j;)ij>'(A-,^)-l-9'[ij>(Ar,.r)]ij>^(A,^) 

= r [^'. ?(^)] [?'{^)?-^ 3f'[X:, 9(j.)] 9^(^) ^'{x) -h ^'[A-, 9(0^)] (p'^(^-). 

En remplaçant dans cette expression ^(A, a?), ^'(/Ir, a?), ^'''(^i^) P^ï* 
leurs valeurs et simplifiant, il reste à montrer que 

^"'{ky x){x"^—x'){x'*'— x') 

Or, cette relation étant vraie pour les valeurs entières de k est vraie pour 
toutes les fonctions 9;,(s); on a donc 

, x''{x'- — x'){ x'^P —X'P)'^Z x'^ ( x'^P — x'^P^^ — x'^P -4- x'P ) 

^p^"^^— (x'^—x')(x'^-x') 

En remplaçant dans le développement de ^"'(k, x) toutes les quantités 
^l(x) par ces valeurs et faisant la somme, on trouve que la relation pro- 
posée est vraie pour 'y(k^ x). 

D'une façon générale, si l'on a démontré la proposition pour la dérivée 
qivm'^^ f|;(9)(^^ x")y on la démontrera pour la dérivée (q 4- i)"^™« de la façon 
suivante : on dérivera (q •+- 1) fois la relation (13) par rapport à 5, on y fera 
z = x et l'on remplacera ^(kyx)^ ^\k^x)y ^''(kyx)j ..., ^^''^kyx) par 
leurs valeurs calculées précédemment en fonction de x\ x"^ x*^^ ..., x^'^K 
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L'égalité qu'il s'agira de démontrer prendra alors la forme 



n 



les fonctions F^(a;', x'\ . . ., ar^^"*"'^) ne dépendant aucunement de k. Or, la 
relation (12) étant vraie pour les valeurs entières de k^ on aura, quel que 
soit rentier/?, 



n 



En remplaçant les quantités ç^^*^(^) parleurs valeurs dans le développe- 
ment de ^'^^^'^(A'i a?), on trouve 

n 
n 

et c'est ce qu'il fallait établir. 



Ces propositions préliminaires nous conduiront maintenant au résultat 
final. 

Considérons, en effet, l'expression 4'[^> 4'(^ j^)]? c'est une somme de 
termes de la forme 

Or, de la relation (12) que nous venons d'établir, on déduit, par des ap- 
plications répétées, 

quels que soient k' et l'entier positif />; le terme général peut donc s'écrire 
OU, avec l'écriture symbolique, 

- c;,[i + (? -1)]'*'+''-"+...+ (-OPCn- (? -i)]t*) J5, 
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OU encore 

-^ ^-^^] — - — ![' + (?- 0]^''^ 

- C;,[i 4- (9 - ,)](A>-«)-|....-+- (- i)^![i + (9 ~,)]a')^, 
et enfin 

A'(k — \), . .(k — p-hi) . .... ..... 

p • 

L'opération de la substitution de ^(k% z) k z dans ^(k^ z) revient donc 
à muliiplier symboliquement chaque terme du développement et, par suite, 
'j'(A*, r) elle-même par(r -f- ç — i)-^^; on a donc 

+ [X-, ^{k', ^)] = [, + (9 - i)](*)[i + (9 - i)](*')^ 

= [i -h (9 -- i)](*+*') z = ^{k-^k\z), 

quels que soient A' et A*'. 

En résumé, la fonction 'j'C^i ^)? régulière dans le cercle F^, vérifie bien 
les deux relations (A) et (B); c'est donc bien une fonction itérée de ^{z). 
Korkine a d'ailleurs montré (*) comment, lorsqu'on connaît une solution 
du problème, on pourra construire toutes les autres. 

Remarquons, en terminant, que la démonstration de l'identité (12), au 
n° IV, donne précisément le calcul, de proche en proche, des coefficients du 
développement de ^'(A-, z) suivant les puissances croissantes à^ z — x en 
fonction de x, x\ x'\ x'\ ..., c'est-à-dire en fonction des coefficients du 
développement de (p(z). Car, si l'on pose 

et 

^{k ^ x) =1 X -\- OLx{Z — x) -^ Cfit^Z — j? )*-+-..., 

on a généralement 



et 









On retrouve les résultats des calculs de Korkine, résultats qui se trouvent 
ainsi justifiés après coup. 



( *) Loc. cit., p. 9.34. 
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INTRODUCTION. 

Si l'on considère une variable complexe ^, les seules substitutions bira- 
tionnelles effectuées sur elle sont les transformations linéaires de la forme 

al + b \ 

et la théorie des groupes formés par ces substitutions et des fonctions 
appartenant à ces groupes est contenue tout entière dans les travaux 
célèbres de MM. Poincaré et Klein. 

Les choses se passent autrement dans le domaine de deux variables 
complexes Ç et y). A côté des groupes de substitutions de la forme 

l ri, 

tout à fait comparables aux groupes fuchsiens et nommés hyperfuchsiens 
par M. Picard, viennent se placer d'autres groupes dont les substitutions, 
tout en étant birationnelles, ne sont plus forcément linéaires. M. Picard 
a étudié également une classe de ces groupes qu'il a nommés groupes 
hyperabéliens; dans ce cas, les substitutions sont de Tune ou l'autre des 

Fac, de T. - Xll. D.l 



a^-\- bn -hc 


a'I-^b'f^A-c' 


a^l-i-b'^i-hc"' 


a^'i^ h"r,-hc" 
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formes 
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/ ., ai -h h in -h fft 

(z, n; -:——-.^ — I» 

\ • Cl -\- a p n -h 7 / 

/ - a n -^ h II -^ ni \ 

c, nx - — . - ', . 

\- et) -\-ft pi -r- 7 / 

Elles appartiennent, comme on voit, à la catégorie des substitutions qua- 
dratiques. Si Ton remarque maintenant que toute substitution biration- 
nelle équivaut à la composition d'un certain nombre de substitutions 
quadratiques (Niither), on apercevra immédiatement l'importance de tels 
groupes dans la théorie générale des groupes de substitutions birationnelles. 

C'est ce qui m'a décidé, sur les conseils de M. Picard, à faire une étude 
plus détaillée d'un groupe hyperabélien particulier, signalé déjà par ce 
géomètre dans son Mémoire inséré dans le Tome I de la 4*^ série du Journal 
de Liouvillcy et antérieurement, dans une \ote des Comptes rendus, 
(17 mars 1884). 

Ce groupe particulier a une double origine. On peut le faire dériver de 
la transformation du premier ordre des fonctions abéliennes du second 
genre telle qu'elle a été exposée par M. Hermite en 1855; d'autre part, on 
peut le considérer comme isomorphe au groupe des transformations sem- 
blables arithmétiques de la forme quaternaire 

Nous avons divisé ce travail en trois Parties. 

Dans la première, après des généralités sur les groupes de substitutions 
semblables des formes quadratiques quaternaires et sur l'étude arithmé- 
tique de telles formes, nous montrons comment le groupe que nous étudions 
se place parmi les groupes analogues déjà rencontres par MM. Goursat et 
Hianchi. 

La seconde Partie est consacrée à l'étude du groupe. Nous commençons 
par chercher la forme explicite des substitutions; nous démontrons sa dis- 
continuité pour les valeurs imaginaires des variables Ç = $, -i- e^j, r^ = y), h- /yjj, 
appartenant au domaine S Ç^^^^^t ^a^^)? nous réduisons ces substitu- 
tions à cinq d'entre elles, qu'on peut considérer comme fondamentales et 
qui présentent une analogie remarquable avec les substitutions fondamen- 
tales du groupe modulaire. La théorie de la réduction continuelle de la 
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forme quadratique quaternaire 

nous apprend que le domaine fondamental du groupe a un sommet sur la 
limite du domaine S et nous développons les calculs de réduction, autour 
de ce sommet dans le cas particulier de D = 5. Enfin, nous mettons en évi- 
dence une infinité de sous-groupes du groupe considéré, entièrement ana- 
logues aux sous-groupes à congruences du groupe modulaire. 

Au début de la troisième Partie, nous cherchons comment se comportent 
vis-à-vis des transformations du groupe, les dix fonctions 

paires à arguments nuls et de cette étude, nous tirons un procédé pour 
former à Taide des fonctions S une infinité de fonctions qui se reproduisent 
par toutes les substitutions du groupe. Nous montrons que les modules 
de Borchardt ou ceux de Richelot sont des fonctions invariables par des 
sous-groupes que nous formons. 

Enfin, donnant, d'après M. Picard, les propriétés générales des fonctions 
du groupe, nous terminons en démontrant que, malgré le sommet situé sur 
la limite du domaine S, trois quelconques de ces fonctions sont liées par 
une relation algébrique. 

Si Ton considère l'étendue de celte question, comparable à l'étude du 
groupe modulaire, on trouvera ce travail bien incomplet. Pourtant, si l'on 
y rencontre quelque nouveauté, le mérite en revient à M. Picard que je 
tiens à remercier ici des bienveillants et précieux conseils qu'il a bien 
voulu me donner. 

Je tiens à remercier également M. Baillaud dont les affectueux encoura- 
gements ont rendu ma tâche plus facile, et M.'Vessiot de l'intérêt qu'il 
a constamment porté à mon travail (*). 



(*) Qu'il me soit permis de remercier également le comité des Annales et en particulier 
son secrétaire, M. Gosserat, des facilités qu'ils m'ont données pour l'insertion de ce travail 
dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 
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PREMIÈRE PARTIE. 



GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES ALGÉRRIQUES ET ARITHMÉTIQUES 
DES SUBSTITUTIONS SEMBLABLES D'UNE FORME. 



Généralités sur le groupe algébrique des transformations semblables 

d*une forme quaternaire, 

1. Nous allons considérer, dans ce qui va suivre, une forme quadratique 
(jua ternaire à coefficients réels et le groupe des substitutions linéaires 
à coefficients réels et entiers qui n'altèrent pas la forme quadratique et 
de déterminant ± i. Nous nommerons droite ou gauche une substitution, 
selon que son déterminant sera -h i ou — i. 

Soit F la forme donnée et $ une forme ne contenant que les carrés 
des variables et dont on puisse déduire F par la substitution linéaire T. 
Si S désigne une transformation n'altérant pas $, la transformée de S par T, 
T~'ST n'altérera pas F et, réciproquement, à toute transformation n'altérant 
pas F on peut faire correspondre une transformation qui n'altère pas 4>. 
Nous pourrons donc raisonner sur la forme $ (*). Ajoutons encore que, 
selon l'usage, nous appellerons substitution semblable de la forme toute 
substitution à coefficients réels et de déterminant dz i qui n'altère pas cette 
forme et substitution semblable arithmétique une substitution semblable 
dont les coefficients sont entiers. 

2. Considérons maintenant la forme O, 

<^= wj-h //J-i- Wj-h aj, 

que nous écrivons comme somme de carrés, ce qui est toujours possible 
au point de vue algébrique, et envisageonsi les substitutions linéaires telles 
que l'on ait 

u\ -j- u\ -h u\ 4- u\ = roiisl. 



(>) Il ne faut pas oublier que F peut dériver de * d'une infinité de manières. IJ est clair 
que les group€ks qu'on étudiera en supposant 4> dérivée de F, d'une manière ou d'une autre, 
ne seront pas identiques. Voir, à Qts\i]tl,Vo\iii^K\\t^ Les Fonctions fuchsiennes et l'Arith- 
métique {Journal de Liouvillej 1887). 
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On peut toujours supposer que cette constante est égale à i, en divisant, 
si cela n'a pas lieu, les variables par un même nombre. 

Cela étant, si nous considérons w,, w^, W3, u^ comme les coordonnées 
cartésiennes d'un point dans un espace linéaire à quatre dimensions, nous 
voyons que la recherche des substitutions semblables de la forme O revient à 
celle des substitutions linéaires orthogonales de l'espace à quatre dimensions. 

Faisons la perspective de la sphère 

dans l'espace linéaire à trois dimensions u^ = o, le point de vue étant 
le point (o, o, o, 1). Nous définissons ainsi une transformation du second 
ordre et si (,r, y^ z) sont les coordonnées du point de l'espace à trois 
dimensions qui correspond au point ( w,, u.^^ W3, u^) de la sphère, on a 



(0 



et 

(I') 



J- 




"1 




l — U^ 




y- 




"j 




r — w^ 




^ 


— 


"3 




^f ' 


r u^ 








ix 




JT' 


■-h 




-M 


.r' 


■-f- 


'?.Z 


-h 1 


x' 


'-+- 


/'+-' 


H- r 


x' 


-h 


r' -+- -' 


— 1 



* X^^y^-ir Z'->rV 



/On reconnaît dans (i') les formules qui donnent les coordonnées penta- 
nphéjMjTic/iHn joint .r, y^ g par rnpport nuT f n in q sph rrçjjnu plans, 




X, /, z, j^'-rj'^-i-s^v- I, f «(^r'-f- r'Xc^-h i) =0, 



la dernière coordonnée restant constante. 

On peut donc àivo^^çfcCdi toute substitution orthogonale de l'espace 
à quatre dimepsiofis correspond une substitution linéaire effectuée sur les 
coordoflfîrSes pentasphériques d'un point qui conserve en outre la sphère 

'*■* -h j' H- -3* -h I =z o, 

et inversement. 

Remarquons que cette transformation effectuée sur les coordonnées 
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pcntasphcriqucs conserve les angles et transforme toute figure infiniment 

petite en une figure infiniment petite seml)lable. M. Goursat a nommé 

isogonale une telle transformation. Remarquons également que les points 

(le la sphère 

//*-h n\^ ii\-h u\ — o 

se correspondent un à un et subissent une transformation linéaire, tandis 
que les autres points de l'espace à quatre dimensions subissent une transfor- 
mation du second ordre. Le résultat qui précède, fort précieux, puisqu'il 
nous permet de nous passer de l'espace à quatre dimensions, est bien connu. 
Il a été utilisé par M. Poincaré dans sa théorie des groupes fuchsiens 
et kleinéens et par ceux qui se sont occupés des mêmes questions et a été 
énoncé explicitement par M. Klein, par M. Goursat et par M. Kœnigs (* ). 

3. (^e que nous venons de dire est vrai, quels que soient les signes 
des carrés de la forme 4>, à condition d'introduire les dénominations de la 
(Téoinétrie non euclidienne; mais, comme les résultats diffèrent nota- 
blement suivant le type auquel appartient 4>, il est nécessaire, pour la 
suite, de distinguer divers cas. 

i*^ Si $ est du type u]-^- u\-^- u\-\- «J, les transformations isogonales 
conservent une sphère imaginaire x^ -f-^^ -i- z^ -h i = o et les groupes for- 
més de transformations semblables sont les groupes étudiés par M. Goursat 
dans le Mémoire cité plus haut. M. Goursat s'est toutefois borné à l'étude 
des groupes finis. 

2® Si O est du type u\-\- u\-^- u\ — u\^ la quadrique conservée par les 
substitutions isogonales est une sphère réelle et comme on peut, en appli- 
quant une transformation isogonale convenable, transformer cette sphère 
en un plan réel, on aperçoit l'iclentité des groupes rencontrés, avec les 
groupes kleinéens. M. Bianchi en a d'ailleurs étudié des cas particuliers 
en se plaçant à ce point de vue (^). 

3** Enfin, si $ est du type u]-^- u\— u\ — wj, la quadrique conservée est 



(*) Klein, Programme d*Erlangen et M, A,;\., V. — Poincaré, Notice sur ses travaux 
scientifique a et Act, Mat,; t. III. — Goursat, Sur les substitutions orthogonales {A, E. 
N., 3* série, t. VI; 1889). — Koenigs, bibliographie de l'espace réglé {A, F. T., t. VII; 
1893). 

Indiquons, une fois pour toutes, que nous n'avons pasTintention de mentionner dans leur 
ordre tous les Mémoires se rapportant à la question que nous étudions, mais seulement ctux 
qui nous ont été le plus utile pour notre travail. 

(») BiANCiii, Math, Ann,, t. XL, XLII, XLIII; Annali di Mathem,, t. XXI, XXIii. 
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un hyperboloïde réel, qu'on peut également transformer en un plan réel 
par une substitution isogonale convenable et Ton voit s'introduire des 
groupes analogues, à ce point de vue, aux groupes kleinéens et que M. Pi- 
card ( * ) a étudiés sous le nom de groupes hyperabéliens. C'est d'un groupe 
particulier de cette espèce que nous allons nous occuper (^). 

4. Utilisant la remarque faite au n" 2 que u\-^-ii\ — u\ — u\=^o se 
transforme linéairement en elle-même pendant que les points de l'espace à 
quatre dimensions subissent une transformation du second ordre, nous 
pouvons, avec M. Goursat, envisager autrement nos substitutions. 

Posons 

Les transformations semblables feront revenir sur elle-même la qua- 
drique 



1 V4 — »î » 3 



M. Goursat (') a démontré qu'en posant 



<j _ *'î ^ ^ _ i> _ !j , 



toute transformation semblable correspondait à une transformation de 
l'une ou l'autre forme 

. /v al-k-b ln-hfn\ 

(A) (c. ri; — j, N 

(H) c, ri\ —-, -i— . 

\ • en -h« pt-^^i ! 

Nous pouvons nous convaincre de ce fait en remarquant que les collinéa- 
tions qui n'altèrent pas une quadrique 



U\ -h U\ — //J — //J =r O 



sont de deux espèces : 



(*) Picard, Comptes rendus, 17 mars 1884 ; Journal de Liouville, 4* série, t. I; i885. 

(') On voit qu'on passe d'un de ces groupes à l'autre, par des substitutions imaginaires 
simples, fi semble donc qu'on puisse étudier, d'un même coup, tous ces groupes en partant 
des substitutions semblables à coefficients complexes. 

(3) GoiRSAT, Bull. Soc, Math,, t. XI; 883. 



D.8 H. BOURGET. 

i^ Des collincalions droites qui transforment chaque génératrice recti- 
ligne d'un système en une autre génératrice appartenant au même système 
et qui, par suite, laissent immobiles, sur la quadrique, quatre poinls, réels 
ou imaginaires, distincts ou non; 

2" Des coUinéations gauches, qui permutent les deux systèmes de géné- 
ratrices rectilignes. 

On voit également sans peine que l'ensemble de ces coUinéations forme 
un groupe dans lequel les coUinéations droites constituent un sous-groupe 
invariant d'indice 2. 

Parmi les coUinéations gauches, remarquons les homologies harmo- 
niques qui sont de période 2 et qui laissent invariables sur la quadrique 
tous les points de l'intersection de cette quadrique avec le plan d'homo- 
logie. 

5. Dans l'espace à quatre dimensions introduit plus haut, l'équation 

représente l'intersection de la quadrique 

u\ -h u\ — M* — wj = I 

par Tespace linéaire à trois dimensions qui contient les points à l'infini de 
l'espace à quatre dimensions. Nous pouvons donc imaginer que cette inter- 
section soit la quadrique servant de définition aux longueurs et aux angles 
de cet espace. 

La quadrique se présente alors comme une sphère non euclidienne de 
rayon i . 

Les substitutions semblables sont des rotations autour de l'origine ou des 
rotations suivies de symétrie selon qu'elles sont droites ou gauches et enfin 
les homologies harmoniques sont de simples symétries. 

Il n'est peut-être pas sans intérêt de remarquer que nous utilisons ici une 
géométrie non euclidienne à quadrique fondamentale réelle et, par suite, 
appartenant à une classe laissée de côté par M. Klein, signalée par M. Poin- 
caré. On ne doit pas oublier que, dans ce cas, les rotations ont une limite. 

6. Dans la suite, nous aurons plus particulièrement à nous occuper de 
la forme 
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D étant un nombre entier positif. Cette forme est bien réductible au type 
considéré et Ton voit sans peine que le résultat du n** 4 devient le suivant : 
A toute collinéation faisant revenir sur elle-même 

II] — Uul-h u^ii,, 
correspond sur les paramètres Ç, y], définis par les formules 

l fi — i5 _ _L 

//i — v^D//2 — /£, — v/Dm2 ''i "s 
ou 

ffl _ Hj _ 1^ _ _^ 

v/i) 

une transformation de la forme (A) ou de la forme à déterminants -h i . 

Réciproquement, si nous nous donnons une substitution de la forme (A) 
et si nous cherchons la substitution linéaire correspondante, nous trouvons 

U,=: a,//,4- ajW,-|- «jWa-l- «4 «4, 

Uj := j3, «1 4- (3, Wj -^ Ps W3 H- (34 W4, 

Uj = y, wi -h yj M, -h y, w, 4- ys "3, 

U4 = 5i M, 4- ai Ut -H Ôj «3 4- ^4 «4, 

avec les valeurs suivantes des coefficients 

OLi^=i\{aq -\- dl — bp — cm), Pi = — X : y/l) («^ -h cm — bp — dl)^ 

aii=:Xy/D(c/n -h dl -— aq — 6/?), (Sjzn X(a<7 4- c/w -\- bp -^ dl), 

oc3z=l(bq —dm), ^3 = —'^W^ (^9 -^-dm), 

(x,, — 'k{ap — cl), (34= — X: v/l)(a/>4- c/), 

yi^z 2'k{cq — dp), 6i=:2'k{am — bl), 

yj = — 2Xv/D(c<7 -\-dp), ô, = — 2Xv/l)(«m 4- 6/), 

y^:=z'i'kdq, d^=:2'kbm, 

y^ =: 2 X Cp, d^ := 2 X a/, 



où X a la valeur 



X=: 



I 



21 



\=:ad — bc. A, = /^y — m/?. 

On voit donc qu'à toute substitution de la forme (A) correspondent deux 

Fac. de T. - XIL D.2 
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substitutions linéaires sur les Ui et que ces substitutions se déduisent Tune 
de Tautre en changeant «, en — W/, ce qui élait évident a priorij car Ç et y) 
ne changent point si Ton change «,• en — w,. De plus, ces deux substitu- 
tions ont toutes les deux leurs déterminants égaux à -h i . Gomme une sub- 
stitution (B) est le produit d'une substitution (A) par la substitution 

(c, ïî; ri, l)y 

laquelle équivaut à la suivante 

on en conclut qu'à toute substitution (B) correspondent aussi deux substi- 
tutions linéaires gauches ne différant que par le signe de X. 

Substitutions semblables arithmétiques d'une forme 

à coefficients entiers. 

7. Dans tout ce que nous venons de dire, nous n'avons pas utilisé l'hypo- 
thèse que la forme quadratique et les substitutions linéaires ont leurs coef- 
ficients entiers. En réalité, les considérations précédentes s'appliquent au 
groupe algébrique des substitutions qui reproduisent la forme. 

L'étude arithmétique de ces substitutions exige de nouveaux principes. 
Ils ont été posés par M. Hermite dans ses belles études sur l'introduction 
des variables continues dans la théorie des nombres (*). Cette étude repose 
tout entière sur l'algorithme particulier que M. Ilermite a nommé réduc- 
tion continuelle des formes indéfinies. 

M. Picard (^) a montré le grand parti qu'on pouvait tirer de cet algo- 
rithme pour la théorie des fonctions en faisant voir qu'il conduisait de la 
façon la plus naturelle et la plus régulière au domaine fondamental des 
groupes discontinus que l'on a à envisager. M. Picard a appliqué cette mé- 
thode successivement aux formes quadratiques binaires à indéterminées 
conjuguées, aux formes quadratiques ternaires à indéterminées conjuguées, 
et enfin aux formes quadratiques quaternaires du type qui nous occupe. 

(*) Hermite, Lettres à Jacobi sur la théorie des nombres {Journal de Crelle, t. 40); 
Mémoire sur la théorie des /ormes quadratiques (Journal de Crelle, l. 47). 

(*) Picard, Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires (Annales 
de Mathématiques, t. I); Sur les formes quadratiques binaires à indéterminations 
conjuguées (Annales de V École Normale, i884); Sur les formes quadratiques ternaires 
à indéterminations conjuguées (Annales de Mathématiques, t. V); Sur les formes qua- 
dratiques quaternaires indéfinies (Journal de Liouville, i885). 
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8. Dans celte dernière application, M. Picard a écarté dès le début le 
cas particulier où la forme peut représenter rationnellement o. Ce cas se 
présente précisément dans la forme signalée plus haut 

comme il est facile de s'en convaincre par l'exemple suivant 

I •— 3.(3)*-f- 2.l3 =:o. 

Il est donc nécessaire, pour pouvoir utiliser la théorie de la réduction 
continuelle, d'examiner ce cas particulier. C'est ce que nous avons essayé 
de faire en suivant d'ailleurs la marche adoptée par M. Picard dans le cas 
particulier analogue des formes ternaires à indéterminées conjuguées. On 
doit cependant remarquer que les calculs sont plus pénibles dans le cas des 
formes quaternaires et il nous a été impossible d'aller aussi loin dans les 
détails. 

9. Soit donc une forme indéfinie à coefficients entiers 

"• 2 c?jj J?2 J73 -H 2c?24^)«^4 

2 O^^ûC^ÛC^f 



réductible au type u] -+- ul ■— u] — u] par la substitution 

M3=Z (x'^Xi 4- P^X, ■+- Y ^% -^ Ô''«274, 

Conformément à la méthode de M. Hermite, il faut adjoindre à la forme 

indéfinie 

f — u\^ u\— u\— u\ 

la forme définie 

les U/ étant les fonctions linéaires suivantes 

Ui— M,M, 4- P//^j-+- Q/Wj4- R/1/4 («*^ I, 2, 3, 4), 
où les M,, P/, Q/, R, désignent les coefficients non forcément entiers d'une 
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substitution qui transforme en elle-même 

la forme ç contient donc un certain nombre de paramètres variant d'une 
manière continue. M. Picard a démontré que ces paramètres peuvent se 
réduire à deux 

et que Ton peut ramener ç à la forme 

9 = (yî — YJo) (?0 — I) ( «î -+- "î — «î — "î ) 

4- 2 Sn;,[(YÎ — 5) W, — (l-h ^Yî) C/,-h (yî -+- ^) W34- (l — ^Yî ) W4], 

dans laquelle on doit supposer nécessairement 

ce qui revient à dire que ^" et yj" doivent être de même signe, positifs 
par exemple. Nous désignerons dans la suite le domaine de l'espace à quatre 
dimensions, dans lequel i''>o et y]">o par la lettre S, et sa limite 
$" = G, 7)"= o, par (S) la notation xA désignant la norme de A. 

10. En écrivant ç sous la forme 

►+- aBijJ^iOTj-h 2Bi3;riJ:'a4- 26,^^:', ^4 

—H 2 i52j«2'j J?3 ~r~ 2l5j4^2<Z^4 

2 1534 ûC^JC^» 



M. Picard ( *) a démontré que Ton a les inégalités 

kil^A,, |a,|<A„ |«3|^A3, k4lSA4, 



{i^ky /, ^ = 1, 2, 3, 4), 

I I)iscrim./(o, x^y ^3, X4) |^Discrim. 9(0, x„ X3, x^), 
( Discrim./(Xi, o, x^, ^4) |lDiscrim. 9 (x,, o, x^^ x,,)^ 
I I)iscrim./(j?i, Xj, o, jc^) | IDiscrim. ^{x^, x^f o, ^4), 
I Discrim. /(^i, j:^j, 0^3, o) | ^ Discrim. 9 ( j?,, x^, ^j, o). 

(*) Journal de Liouville, i885. 
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H. Enfin, nous dirons avec MM. Korkine et Zolotareff qu'une forme 
quaternaire définie est réduite si on peut l'écrire comme il suit : 

+ f^3('2:*3+Ê6^4)* 
H-f^4'2?J, 

dans laquelle les nombres (x,- sont positifs et satisfont aux conditions 

^2=if^l, ^3=i^J, f^4=ï^3, 

et les £| sont positifs ou négatifs, satisfaisant aux conditions 

MM. Korkine et Zolotareff ont démontré que toute forme quaternaire 
était équivalente arithmétiquement à une telle forme réduite. 
De plus, on trouve sans peine 



£1 = 



f^i= A,, 



les conditions 



peuvent s'écrire 



A,' 


Bi 


Ô'I 




ÔA, â\iu 


m P . 


â*l 


y C5 


ôAiâk^ 






ô'^ 





A, 



£,= 



B„ 



d*l 




<>B„ <^Bn 


d*l 


7 


d\, dAi 






JA 


t Ê ^ — ~ 


d\, 


f^3 


ô^l 



£fi = 



A/ 




âà 




à\iu 




àl 


> 


Oki 




F» = 


A 

01 ' 



JA^ (^A, 



c>A. 



A, 



l^tliH-u F-zltH-u F-^liH-^ 



A A Rî >i A* 

Al B|, B,3 
Bi, A, B,j 
Bu Bu A3 



>-l(A,A,-Bî,), 



(A,A,-BÎ,)A>i 



Al B,, B,3 
B„ A, B„ 
B,j B,j Aj 



12. Cela étant, considérons la forme définie <p; elle ne sera pas réduite, 
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en général, et il faudra, pour la réduire, lui appliquer une substitution T; 
nous dirons que /T est réduite. 

ç, étant réduite pour un système de valeurs de ^ et y), ne le sera que pour 
les valeurs voisines satisfaisant à certaines conditions; en d'autres ternies, 
tant que le point (^', ^"; yj', rf) de l'espace à quatre dimensions sera à 
l'intérieur d'un certain domaine D et si nous imaginons que ce point varie 
de toutes les manières possibles, il faudra, suivant les régions où il sera, 
employer telle ou telle substitution pour réduire o et, par conséquent, la 
forme indéfinie correspondante /. 

L'ensemble de ces opérations de réduction sur la forme / constitue ce 
que l'on appelle la réduction continuelle de la forme /. 

Parmi les applications de cette méthode, nous citerons, comme montrant 
très clairement la marche de cet algorithme, le développement des irration- 
nelles du troisième degré, fait par M. Charve dans sa Thèse. 

Dans ce qui suit, nous ne développerons pas la théorie générale de la ré- 
duction continuelle des formes quadratiques quaternaires, qui paraît pré- 
senter encore bien des points non éclaircis, mais nous appliquerons à la 
forme qui nous occupe 

l'algorithme de la réduction continuelle. 

13. Nous allons seulement démontrer, relativement à la théorie de la 
réduction continuelle, quelques propositions qui nous seront utiles dans 
l'exemple que nous voulons traiter. Rappelons d'abord qu'il résulte d'un 
théorème général énoncé par M. Hermite que le nombre des formes ré- 
duites arithmétiquement équivalentes à une forme indéfinie donnée est 
fini. 

m 

14. Nous allons démontrer que le domaine D, dans lequel une forme 
est réduite, ne peut avoir qu'un point commun avec la limite du domaine S, 
considérée plus haut. 

En vertu des inégalités auxquelles sont assujettis les (jl^, on a 

Or, le discriminant de la forme ç est, après quelques calculs faciles, 

A=:ô(n~-no)^(,^-,^)S 
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§ désignant le discriminant de la forme /. Comme de plus, dans ç, le coef- 
ficient de x*j est (JL<, l'inégalité ci-dessus devient 

<2iô*(n^-no)(?o-^). 

Si donc le domaine D a un point commun ^', y)' avec la limite du 
domaine S, on aura 

D'autre part, si un point variable (Ç, y]) se rapproche suivani un chemin 
quelconque du point (Ç', y]'), on voit que Ton a 

\\mixi = o, 

lim]UL,= Aj, 

H* 

Aï 

(juanl à la limite de (x^i, elle ne nous servira pas. 

Ces limites sont évidentes si l'on remarque que l'on a 

lim Ai=:o, 
lim B,,= o, 
limBJj Aj=o, 

qui se tirent immédiatement des inégalités 

Mais, pour ^ = ^', y] = y]', la forme ç se réduit à 

-H [(V- ?')7 - (i-h rV)/ -i-( V4- Ç')y' -^ (I - ?'n')y'']^3 

dont le discriminant est nul. On a donc 
ce qui donne 

car les hypothèses (ji, = o et [k^ donnent aussi 
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par suite des inégalités 



F»=ïf^J> f^45î^3- 



Or [Xo = Aj dans ce cas; donc Aa est nul et la forme devient 

M [(V-?')y-(i4-?'r,')y'4-(r,' + ^')/4-(i-rV)yn'^.i 

dont le discriminant est encore nul; on a donc 
d'où 

IXl — O. 

Or 

On a donc, en définitive, les deux conditions [x, =r o, fx, = o qui en- 
traînent (jLj = o. Elles s'écrivent 

(a) (V~ $')«-(' -H r'n')«' + (V-h $')«"-+-(! ~?'Yî')a*'=o, 

(y) (v-r)y-(' -^ r^')/-^-(V4-r) /-+-(« -rv)y^=o. 

Le point (?', yj') devra de plus satisfaire à 

(ro-r)(v-Vo)=o. 

On peut donner une autre forme à ces conditions. 
Ecrivons les trois premières sous la forme 

p l'ri'-hq S'-f- /• ri' -h 5=0, 
//^'Y)'-h f/'E,'-\- r' n'-hs' = o, 

les valeurs des /?, g^ r, 5, ... se trouvant aisément. 
On tire des deux premières, par exemple, 

{pq' — p' q)i'^ -^(ps' — p's-h rg' — r' q)t^ h- /V — /'.ç^ro, 
ipr' ^ p'r)r]'*-\-{ps' — p's 4- qr' — q' r)n' -hqs' — q's = 0. 

Gomme les quantités p, gr, r, 5, . . . sont réelles, la première équation a 
pour racines Ç' et $q, la seconde y)' et yj'^,, donc la condition 

a'o-r)(v-Vo)=o 
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équivaut à dire que Tune de ces deux équations a une racine double ; la 
première, par exemple, ce qui donne 

(ps' — p's -f- rq' — r'qY — t\{pq' — p' q) {rs' — r's) =: o, 

qui, calculée, est égale à 

Si nous écrivons que Téquation en y]' a une racine double, nous trouvons 
la même condition. 

Si nous combinons ensemble la première équation (a) avec la troi- 
sième (y), comme nous avons fait pour la première et la seconde, nous 
ne trouvons 

D'un autre côté, M. Picard (*) a démontré que, si l'on avait a, :^o, on 
pouvait avoir 

Nous concluons donc de là, que les seules réduites, dont le domaine D 
peut avoir des points communs avec la limite du domaine 5, sont celles 
dans lesquelles 

et le domaine D n^a qu^un point commun, s' il a des points communs avec 
la limite du domaine S. 

Les coordonnées de ce point dépendent des a, p, y, . . . , c'est-à-dire du 
mode de réduction de / à la forme canonique. 

15. Remarquons aussi que l'existence des réduites dans lesquelles a, = o 
est entièrement subordonnée au fait qu'il y a un système de nombres en- 
tiers qui annulent la forme. 

Faisons, en effet, dans / une substitution de déterminant i et à coef- 
ficients entiers; le coefficient de a;J dans la transformée de / est 

/(A,A^A^A^), 

A, A', A" y A"" désignant les coefficients de o;, dans la substitution. Cette 
quantité ne peut être nulle que s'il y a un système A, A', A", A'" de nombres 
entiers annulant la forme. 

(*) Journal de Liouville, i885. 

Fac. de T. — XII. D.3 
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Pour s'assurer de Texistence d'un tel système de nombres entiers, il 
suffit de se reporter à la solution générale de cette question donnée par 
M. Jordan dans son Mémoire sur les formes quadratiques inséré dans le 
Journal de V Ecole Polytechnique (*). 

Il nous suffit de savoir que de telles réduites sont possibles, ce que 
nous avons montré en faisant voir, par un exemple, qu'il peut y avoir un 
système de nombres entiers rendant la forme égale à zéro. 

(') Journal de V Ecole Polytechnique j t. XXXf. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

ÉTUDE DU GROUPE. 



Recherche des substitutions du groupe^ considéré comme sous-groupe 
du groupe de la transformation des fonctions abélienncs. 

16. Arrivons, après ces préliminaires, au groupe particulier dont l'étude 
est l'objet de ce travail. 

Il a son origine dans la théorie de la transformation du premier ordre 
des fonctions abéliennes de second genre. 

M. Hermite (*) a démontré que les transformations du premier ordre 
effectuées sur les périodes conduisent à un groupe important de substi- 
tutions non linéaires sur les périodes des intégrales normales. 

Désignant par 

'> o, Tu, T|i, 

O, I> Tu, Tji, 

le tableau des périodes des intégrales normales et posant 

{ab)ij=aibj—ajbiy 

ces substitutions sont 



, _ (c^^)oi-4- (g/^>)3ttll-4- a(^^)o»7n-h (t/6)o,TM-f- (c^6)t3(T;, — TitTn) ^ 

**~" (âr6)o, 4-(a^)3,T,i-h2(aô)o3T„-h(a6)o,T«-h(a^),j(TÎ, — Ti,T„)' 

^, __ (g^)oiH-(qt/)3jTtt+[(ae/)o3H-(gt/),|]Tn+(a^)otT„-h(at/),»(T^~THT„) 
** («^)oi-+- (âf6)3iTn-+- 2(a^)ojT„4- (a6)o,T„-h («^)«(tî, — ThT„) 

^, __ (gc)oi + (gc)3iTn -f- 2(ag)oi|Tn>4- (a^)oiTti-l- (ac)«(T?, — TnT^i) , 
""" (a^)oi-+-(a^)3,T,i4- 2(a6)osTi,-^-(a6)o,T„4-(a6)„(TÎ, — TuTjî)' 

les a, &, c, d étant des entiers réels vérifiant le système des six relations 

(1) («û^)o3-^(^C)oj= I, 

(2) (û^^)u-H(6c)„=I, 

(3) (ûfû^)oi-H(^c)oi = o, 

(4) («û^)oî-H(^c)o,=iO, 

(5) («^)lj+(^c)|,=:0, 

(6) (at/)„-h(^c)„=o, 

(*) Hermite, 5ar /a transformation des fonctions abéliennes {Comptes rendus, 
t. XL; i855). 
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(odU 


-h(a^)„- 


U 


(àc),^ 


H-(6c)„_ 


*, 


(«ft)o. 


-^(«^),i 


o. 


(ac)çi 


-T-(ac)„_ 


o. 


(W)o, 


-(^^).t- 


o. 


(cd)^z 


-H(cûf)„_ 


o> 



D.20 

ou le système équivalent : 

a') 
(5') 
(6') 

le déterminaat de la transformation 

Oq Oi ai a, 

^0 ^i ^j ^a 
Cq C| Cj c, 
6^^ âf| £^s £^t 

étant d'ailleurs ^al à Funitê positive. 

Comme nous l'avons remarqué, les substitutions ci-dessus ne sont pas 
linéaires. M. Picard (') a fait voir qu'en fixant la valeur du déterminant 

égale à un nombre entier positif non carré D, on isolait du groupe pré- 
cédent, un sous-groupe de nature très remarquable. Posons donc 



et résolvons cette relation comme il suit : 



> ' 



Tii = — 



ri, = v^f 



10 



l-^fï 






^îî= V 



V^D désignant la valeur arithmétique du radical, $, y] étant deux paramètres 
complexes en général. 

Les substitutions sur les T/y sont devenues linéaires; de plus, par l'intro- 
duction des paramètres 5, y], nous faisons correspondre à ces substitutions 
des substitutions sur $, r\. Ce sont ces dernières que nous allons spéciale- 
ment étudier dans ce Travail. 

Nous isolons donc, en définitive, une classe particulière de fonctions abé- 



(>) Comptes rendus, i*' semestre i884 et Journal de Liouville, i885. 
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liennes du second genre et il y a lieu d'étudier, pour cette classe, la trans- 
formation des fonctions 0, les fonctions à arguments nuls, etc. C'est un 
point de vue sur lequel M. Hermite a attiré depuis longtemps l'attention et 
auquel M. Picard (*) s'est placé dans un travail sur les fonctions à trois 
arguments pour obtenir un exemple effectif des plus intéressants de fonc- 
tions hyperfuclisiennes. 

Tout d'abord les paramètres complexes ont une limitation qui est impor- 
tante pour la suite. 

Posons 

on sait qu'on doit avoir 

<i>o, t;,>o, tîj-t;jt;,<o, 

posant, en outre, 
on trouve sans peine 



r" — 



^U + Yî) ' 



_ 2V/^[r}^(|^«-hr')-^-r(V'-HVM] 



^"~ ^U-htî) 



tl.- 



av/ÏÏCri'l^-^'Y)") 



^($-+-tî) 



De là on tire 






-4ï)fYi' 



lî Ml-ft — /t'_j_ ^Mî_i_ /fff-L- ^'M' 



($'-+-V)*-+-(Ç"-hV)^ 



ce qui montre que Ç" et y]" doivent être de même signe et, comme t^, et "z"^.^ 
sont positifs, on en conclut 

r>o, V>o, 

qui est la limitation annoncée. 

17. Cela posé, commençons par chercher l'expression analytique des 
substitutions du sous-groupe en fonction des coefficients de la transforma- 
tion a,-, 6|-, C/, rf|. 



(*) Sur une classe de fonctions de deux variables indépendantes (Comptes rendus^ 
i*' semestre; i883). 



D.22 H. BOURGET. 

M. Picard a fait voir qu'en supposant 

on était conduit à adjoindre aux relations (i), (2), (3), (4), (5)^ (6) les 
quatre suivantes : 

(7) (cd),,^D{ab),,, 

(8) (ce/)o3=D(aô)o„ 

(9) (cd)oi=D(ab)otj 

(10) (a6)î,D«-+- [(a^)oi- (cû?)«]D - {cd),,z=o. 

Nous avons donc seize paramètres a^, b^^ Cq, rf©, ..., «3, fr,, c,, d^ liés 
par les dix relations (i), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10). 

Nous allons transformer ce système de dix équations en une succession 
de systèmes équivalents et exprimer finalement les c et les d en fonctions 
des a et des b qui seront liés par deux relations que nous conserverons. 

18. Supposons rfe 6^ ^3 diflërents de zéro et {bd)^^ aussi. Des équations 
(1), (7), (8), (9), on peut tirer Co, c,, c^, c, et les porter dans les équations 
(3), (4), (5), (6). 

Le système (i), . . ., (10) est remplacé par le système équivalent 

11) Co(M)o3 = ^o— ^o(«^)oJ-+- bj^{ab)tii, 

12) c,{bdU=d,^d,{ad\,+ ^Ji{ab\,+ ^^^l^(abU, 

8 8 

i3) c,(M)„=rf,-rf,(arf)„+^'D(a6)o,-^^^D(a6),„ 

i4) c,(M)„,= rfj— rf,(aû?)o,-<-*|D(a6),„ 

2) (arf)„-H(6c)„=i, 

i5) ^rf,_D^V ao(M)„-a,(W)., + a,(M).,] + (M)„ = o, 

16) ^rf,_D^) [ ao(M)«-«.{*<')o.+ «,(*<')ot] + (M).i=o. 

»7) V*'»"^^) [— «o(*rf)i. + at(ftrf)oi— a.(W)oi]+(W)u=o, 

18) (rf,-D^V-a,(W)„+a,(W)„-a,(W)„] + (M)„=o, 

10) (afe)„D«+ [(a6)„ - (crf)„]D - (crf)„ = o. 
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Supposons rf^ — D -V-' ^T»^ o ; en vertu d'hypothèses déjà faites, on en 
conclut que les facteurs 

do-D^ et c/3~D^» 

"o «s 

sont différents de zéro et on tire des équations (i 5), (16), (17), (18) 

(19) d,^D^'=o, 

(20) d,-l>^=zo. 

D'autre part, nous tirons de (i5) et (16) pour a, et aa les expressions 

¥\ IL t 

(21) ai(M)os = — 6,-f-6j(ac^)o, -^ {ab)^%y 

(22) «t(W)oj=:— 6,-+-6,(ac/)oj -r-^{ab\i' 

«0 

Tirons maintenant de (19), (20), (21) et (22) les valeurs de rf,,t/2, a, et 
a^ et portons-les dans (12), (i3) et (2). Nous obtenons 

(24) c,=-^D, 

de sorte que le système primitif des dix équations est équivalent au système 
suivant : 

(ïo) («^)»D«-+-[(a6)o,-(cc/)„]D-(crf)oi = o, 

(11) CQ{bd)o^= do— do{ad)oi-h 6oD(ûr6)o3, 

(i4) c,(6c/)o,= é/,— é/3(a€/)o8+6jD(a6)o3, 

(»9) ^» = ^^'' 



(20) É^, — D 



s 






(21) rt,(W)o,=:— ^1+ 6i(ae/)o, ■^(ab)o3, 

(22) rt,(6e/)o8 — — 6,-h6,(arf)o, -r-^{ab)ou 

«0 



DM 

(a« 
(25) 



11. 


BO 




D, 


a.b 


n, 



d^d. 



Tirons D de TéqualioD (aS), potions sa valeur dans toutes les autres cl 
portons dans réquation (lo) les valeurs de c,,, c,, c,, c,, d^, d^, a,, a^. 
Nous trouvons, par un calcul qui n'a d'autre difficulté que sa longueur, 

en supposant b, et b, différents de zéro, on en tire 
(26) l>\^d\, 

et notre système d'équations, suivant que l'on prend 
6,^rf, ou bi = — d^, 
livalent à l'un ou à l'autre des deux systèmes suivants : 



est equi 



(II) 



-D<z„ 



(. = -Di„ 
',= Dt,. 



o,(M)„ 
o.(M).. 



- d,+ d,t.ad)„-<- ^ (ab)„, 
-*,+ »,(aii)„+4,(<i*),„ 



— — Da„ 


d,= D6„ 


o,(Srf),.= rf._rf.(^rf).,+ fl2'(„J) 


= I)a., 


rf, = -D6„ 


o,(6rf),. = - 4,+ S,(<.rf),.- »,(a»),„ 


= -«., 


</.= »., 





rfa = - 



Nous voyons donc, comme conclusion de ce calcul un peu long, il est 
vrai, mais très simple, qu'on exprime symétriquement les c et les rf au 
moyen des a et des b liés encore par deux relations. Il est inutile d'aller plus 
loin et d'essayer d'utiliser ces deux relations pour faire disparaître deux 
coefficients ; nous verrons plus loin une interprétation simple des deux rela- 
tions restantes. 
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19. Des formules données au n® 16, nous tirons 



Si — 17 y ^i — — 17 



^U ^11 



(I) 



(2) 



(3) 



Dans ces formules, remplaçons t'^,, t',^ parleurs valeurs en fonction de 
^445 '^•2? T^225 P^is T,,,T,2,T22 par Icurs expressions en $ et y]; nous trouvons 
ainsi 

dans lesquelles, pour abréger l'écriture, on a posé 

2y =V^[(aô)o, 4-D(a^>)„ — (ac^)os4-(a6f),,] — [(ac/)oi4-D(at/),3]4-D[(a6)o,— (a^^ 
a'r.rD(a6)o,-hv/î)(arf)o2, 

a':=/D(M)o„ 
2y^=:[(^rf)o,4-D(6e/)„]4-V^[(6rf)o.-(W)„], 

Si les expressions de Ç,, y], sont linéaires en $ et y), comme M. Picard 
Ta démontré, elles contiennent nécessairement au numérateur et au déno- 
minateur un facteur commun. Si donc on multiplie le dénominateur 
par a", il s'écrit 

(x'^ia^n -h |3') 4- (x'iy'n -h i") 
OU 

et l'on doit avoir 

moyennant quoi on peut l'écrire 

(a'Y3 4-(3')(a'Y3 4-y'). 
Fac. de T, — XII. D.4 
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Si donc on vérifie que Ton a a"S"= ^^y", on aura trouvé par là même 
les facteurs. Des procédés analogues donneront les facteurs des deux 
numérateurs. On vérifie, en effet, sans peine que Ton a bien 

et Ton trouve que les numérateurs et le dénominateur peuvent s'écrire 

Si nous portons maintenant dans les a, p, y, S, . . . les valeurs a/, ô/, c,, rf/, 
tirées des systèmes (I) ou (II), nous trouvons respectivement les formules 
suivantes, conclusion de tout ce calcul, 

_ (ao— g.y/P)^ — (a i-f-gsy/î)) ^ ^ _ (ap-h aty/P) y) -4- (at — ^^0) 

-(^o-^,Vfi)|-H(6,-f-^^VÎ>)' ' (ôo4-^îV/D)rî-+-(6i-63v/DV 

__ (<7o-f- flr,v/D ) Y) 4- (fli— Afay/P) ^ __ (gp — ^ty/p) 1 — (^1 -^ gaV/P) , 

' (^-+-6,v/P)rî4-(^-63V^)' * (6o-6VÏÏ)?-(^4-6,v/P)* 

On voit, de plus, sans peine, que les deux relations qui existent dans 
chaque cas, entre les a et 6, peuvent s'écrire 

(R) (a^)oi — I>(«^)is= î» («^)u-H(ûf^)os=^o, 

(S) (a6)o,— P(a^)23=— I, («^)ii4-(«^)oî-o, 

car ces relations ne sont autres, d'après leur origine, que les relations (i) 
et (3'), dans lesquelles on a porté les valeurs des coefficients, tirées des 
systèmes (I) ou (II). Remarquons qu'en formant les déterminants des substi- 
tutions que nous venons de trouver, on obtient pour (A), 

Aç. = (a6)oi-P(a^.),3 + v/P[(a^),2-^(«^)o3L 
^ti.— («^)oi— n(a^>)„— v/5[(«^)it-t- («^)o3], 

et si l'on suppose maintenant que les coefficients de la transformation 
du premier ordre soient entiers et réels et queD soit un entier, réel, positif 
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et non carré, les conditions (R) expriment simplement que l'on a 

On verrait de même que, pour la substitution (B), les conditions (S) 
expriment également que les deux déterminants sont égaux à -h i. 

Cette remarque nous dispense d'exprimer «i et a^ en fonction des autres 
coefficients. Il suffit d'ajouter, comme on le fait d'habitude, que les substi- 
tutions que nous considérons, ont leurs déterminants égaux à l'unité 
positive. 

Discontinuité du groupe. 

20. Nous pouvons maintenant établir directement les propriétés de ces 
substitutions. 

Pour les écrire sous une forme plus commode, convenons de désigner le 

nombre complexe x-^yyjïi par une seule lettre et le nombre conjugué 

X — y v/D par la même lettre affectée de l'indice o. 
Moyennant cela, nos substitutions s'écrivent 

(A) C| — y ,> t)i — -r <» 






a-fi^-\- b^ flo? — ^ 

cri 



Considérons les substitutions (A); elles forment un groupe. En effet, 
l'inverse d'une pareille substitution est 

dl^-\-b d^fix— bfi 

c'est-à-dire une substitution de la même forme. 

De plus, formons le produit de deux substitutions de cette dernière 
forme; nous trouvons 



ou bien 
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avec les valeurs 

A = ch'^ -h aa\ 
B=db' -hôa'o, 
C = c^'o -+- ac'f 
D = dd' -h bc'^. 

Donc, les substitutions (A) forment bien un groupe. 

Les substitutions (B) ne forment pas de groupe, car le produit de deux 
telles substitutions est manifestement une substitution (A). Il faut, toute- 
fois, mettre de côté le cas où le groupe ne contiendrait qu'une seule 
substitution (B). L'ensemble des substitutions (A) et(B) forme un groupe. 
Dans ce groupe total les substitutions (A) constituent un sous-groupe. 

Considérons en particulier, dans le groupe total, la substitution unité et la 
substitution ($,y); >), ^), T. Toute substitution du groupe total S pourra 
s'écrire d'une seule manière, sous la forme 

A.i ou A.T, 

A étant une substitution (A) selon qu'elle appartiendra au type (A) 
ou (B) de substitutions. De plus, A et A' étant deux substitutions de 
la forme A, A'. AA'"* est encore une substitution de cette forme. Donc le 
sous-groupe constitué par les substitutions (A) est un sous-groupe invariant 
d'indice 2. 

21. Nous allons faire voir de plus, que le groupe formé par ces substi- 
tutions est un groupe discontinu. 

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer la discontinuité du groupe 
formé par les substitutions (A). 

Considérons la substitution relative à ç. Ecrivons-la sous la forme ho- 
mogène : 

pa\^n\)= («o-««v/n)(r+^'i')-(«i-+-«.v/î))(a)'4-.v), 

p((k);4-£w;)i=-(^-^V^D)(|'4-in-^(^i+^v/5)(w'-+-/a)''), 

la variable Ç ayant été prise égale à -^7 — Xy et supposons que cette valeur 
soit telle que le déterminant 

soit différent de zéro, 

Dans le plan de la variable complexe $, décrivons autour de la valeur 
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précédente de ^ un cercle ne coupant pas Taxe des $ réels. On peut toujours 
le faire. 

Supposons, en outre, que le transformé Ç| = -^ 7% tombe à l'intérieur 

de ce cercle. 

Cela étant, effectuons le produit 






comme le second déterminant est égal à i, le produit est encore égal à A 
et, d'autre part, il est égal à 

po étant ici l'imaginaire conjuguée de p et A, le déterminant 



Ai = 



on peut donc écrire 






^(ç?^-ri')= 



et aussi 



|L(eo;«4-a)?) = 



[(«0- «2V/B)r - («i4- «3V/D)co']« 
[(«0- «îV^)Ç'-(«i4- «3Vl))«1' 

[-(^- ô,v/D)r 4-(^i-+- ^,V/D)a)'j«. 



Comme le point -^7 — ^ est supposé à l'intérieur du cercle construit pi 



us 



haut, g;, "^y,, > , "' ^^ ne peuvent dépasser certaines limites. Les pre- 

miers membres de ces relations étant limités, les seconds le sont et, par 
suite, chacune des parties élevées au carré est également limitée et, de 

plus, comme ^ ne diffère de A que par un facteur, on en conclut 

. \ ^ 
que les quantités 



(1) 



l«o-««v/i>|, Ui-+-«3Vl)|, |^o-^v/i>|, \b,-hb^\/D 



sont limitées. 

Des considérations analogues appliquées à la substitution sur y) montrent 
que les quantités 



(2) 



Uo+a,v/D|, |a,-a,v/D|, |6o~6,v/ï)|, |6.-^,v^D 



sont limitées. 
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Comme, maintenant, parmi les huit quantités (i) et (2), il y a certai- 
nement quatre sommes véritables, quels que soient les signes des a et des 6, 
on en conclut que les modules des coefficients : 

l«o|, |«l|, |«2|, |«3|. I^ol, l^ll, l^tl, I^j! 

sont limités. 

Donc, en résumé, si Ton applique à $ et à yj, simultanément les substi- 
tutions du groupe A, il n'y a qu'un nombre limité de points transformés 
d'un point donné à l'intérieur d'un domaine composé de deux cercles de 
rayon fini tracés autour de Ç et de yj et ne coupant pas l'axe des quantités 
réelles. Donc, le groupe formé par les substitutions (A) est discontinu, 
résultat trouvé autrement par M. Picard. 

Remarquons que, si l'on applique séparément et indépendamment l'une 
de l'autre, les deux substitutions sur \ et sur Y), on n'est plus conduit à la 
même conclusion. Les substitutions sur $, d'une part, sur y), d'autre part, 
engendrent des groupes continus. 

Cette remarque est en défaut si D est un carré parfait; dans ce cas, les 
deux substitutions deviennent à coefficients entiers et le groupe résulte de 
la substitution de deux groupes modulaires. 

Substitutions fondamentales du groupe. 

22. Nous nous proposons maintenant de réduire les substitutions (A), 
de manière à obtenir un système de substitutions fondamentales du groupe. 

On est nakirellement conduit a essayer une méthode analogue à celle 
employée pour réduire le groupe modulaire; mais nous avons ici à calculer 
sur des nombres complexes de la forme 

a-^b\J^^ D>o, 

et l'on sait que l'algorithme d'Euclide ne s'applique plus sans précautions 
et d'une manière générale. 11 vaut donc mieux opérer autrement et faire la 
réduction sur le groupe de la transformation du premier ordre qui nous a 
servi de point de départ. 

Nous avons vu qu'à toute transformation de la forme 



«0 


«I 


«t 


«j 


A, 


6, 


*. 


*» 


DflTj 


Da, 


a» 


«1 


-Dfr, 


Dt, 


bo 


6. 
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correspondait une substitution, soit de la forme (A), soit de la forme (B), 
et il est clair qu'inversement à toute substitution (A) ou (B) correspondent 
deux substitutions linéaires à quatre variables, l'une se déduisant de Taulre 
en changant les signes des éléments. 

En d'autres termes, les deux groupes sont isomorphes mériédriquewent. 

C'est le groupe des substitutions linéaires à quatre variables que nous 
allons réduire en appliquant une méthode de réduction déjà bien des fois 
employée. 

Partons de la substitution suivante 



S=: 



^1 


fli 


-^ 


«j 


-^0 


«0 


-b. 


«î 


D63 


l^ai 


b. 


^h 


D6, 


Da, 


b. 


«0 



qui est l'inverse de celle que nous venons d'écrire. 
Considérons les substitutions : 



On a 



U = 



U^r= 



I 


I 











I 














I 


— I 











I 


I 


9 











I 














I 


7 











I 



v = 



V7- 



I 











I 


I 














I 











— I 


I 


I 











7 


I 














I 











y 


I 



On voit tout d'abord que les substitutions U, V, U^, V^ font partie du 
groupe. 

Cela étant, supposons qu'on ait |«ol >" I ^0 1- Appliquons à S la substi- 
tution U^; nous obtenons 





b. 


(«I 7*1) 


-b. 


(a, -qbt) 




SUï-S'- 


-b, 
-Dfe, 


D(a,-qb,) 


-b, 
bx 


(«1 qbt) 

a, — qbi 






Dé, 


-D(a^-qb^) 


b. 


<*o gbt 





b\ 
-Dfel 



-«; 


-*; 


< 


-b. 


D«; 


b\ 



b\ - Da; 



— o, — a. 



a. 



b'. 



a 



a, 
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.et déterminons q de manière à avoir 

\a,-qh,\<y\b.\ OU \à,\<\\h,\, 

ce qui est toujours possible. Nous aurons de la sorte une substitution S' où 
l'on aura 

KKI^'ol. 

Appliquons à S' la substitution V^, en déterminant q' de manière à avoir 

l^'o-7'<l^lk;i ou |6;|<-}|<|. 

On sera ainsi conduit à une substitution S" telle que Ton ait 

On appliquera de nouveau à S'' une puissance convenable de U et ainsi 
de suite; en alternant l'emploi des substitutions U et V, on sera sûrement 
conduit, après un nombre fini d'opérations, à une substitution du groupe 
dans laquelle a^ ou h^ sera nul. On traitera de la même manière les termes 
a^, ^1, puis aa, b^ et enfin «3, ô,; de sorte qu'après un nombre fini d'opé- 
rations, on sera conduit à un des seize types suivants possibles a priori. 
(Nous n'écrivons, pour abréger, que les deux dernières colonnes de ces 
substitutions.) 



|3, 




P, 




p. 




P3 




ai 






P. 
P. 


> 


P, 
P, 


> 


p, 

a, 


) 


a, 

Pi 


y 


(3, 
Pt 


> 


Po 




«0 




Po 




P. 




Po 




(!) (2) (3) (4) (5) 


«j 




a, 




a-i 




«, 




P3 




(X, 
0C| 


> 


«s 

a, 


y 


a, 

P. 


> 


P« 
a. 


y 


(Xs 

«1 


) 


«0 




P. 




«0 




«, 




(Xo 




(!') (2') (3') (4') (5-) 


p. 




P, 




a, 




a, 




ai 




p. 


P« 
oc, 


> 


a, 

P. 


y 


P, 
pi 


> 


a, 

Pi 


9 


Pi 
aj 


9 


a, 
ai 


»(, 




«, 




«j 




P. 




Pc 




Po 


(6) 




(7) 




(8) 




(6') 




(7') 




(8') 
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Il reste à examiner si des substitutions de cette nature peuvent satisfaire 
aux conditions 

1 («^)ij-+- (aO)oi—o, 



(H) 



ce qui va déterminer les valeurs des a et [3. 



23. Remarquons qu'on peut éliminer (i) et (i') sans examen, car leur 
déterminant est nul. En outre, nous voyons qu'on passe d'une substitution 
à numéro d'ordre non accentué à la substitution de même numéro accen- 
tué, en appliquant la substitution du groupe 



Wizi 



o 


1 


o 


o 


I 


o 


o 








o 


o 


— I 


o 


o 


I 


o 



Il nous reste à examiner à part les sept types (2), (3), (4), (5), (G), 
(7), (8)- 

Type (2). 



(H) 1^'"" '' 


d où j33 0, «0 


elle est donc 




• 


^~ I 


(2) 


±1 (3, 
±: I 




— Dj3, -t-i 



(H) 



elle devient 






(3) 



Fac. de T. — XH. 



d'où 



Type (3). 
(3, = o, (3o = ±i, 



o 

I 

DP, 

O 



3: 1 
o 
o 
o 



p. 

o 
o 
I 



o 
o 

o 



a,= 



i; 
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(H) 



Type (4). 

I — DailSjir: I, (1*011 
^,«2 — o. 



) 



I)~ihî, 



Kll(^ est donc à rejeter. 



(H) 



Type (5). 
I);3,a3=i, 



elle est à rejeter pour les rnemc^s raisons que la précédente. 



Type (6). 



(H) 

elle est à rejeter. 



O := I 



f f3,a,-i-;33ao=o, 



Type (7). 



(R) 



f ^, aj =: p.-j^o* 



= I, 



On en lire ^^ = pa^, JÎI3 = paa et p(aJ5 — Dai;) = 1. Mais le déterminant 
est p^(ai; — Dai;)-; donc on en conclut p = =t i : par suite 



La substitution peut donc s'écrire 



avec 



a 



l)a! - diî. 



-za 







o 



o 



(-) 



1)5^2 o ± ^1, o 

o 1)^2 O ao 



avec 



a 







\^7.\-- 



I . 



On doit toujours prendre le sifi^ne -h, car autrement le délerminanl de 
la substitution semblable serait — t. 



(K) 



Type (8). 
/ 0--0. 



Elle est à garder. 
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24. Nous pouvons aller plus loin. 

Si, dans la substitution du type (2), nous prenons le signe 
voyons qu'elle peut s'écrire 

I o o o Pi 



o I I o 



o 010 



— 1) o o I 



nous 



et si Ton prend le sijjne — , on a la décomposition 



I 













I 














— I 


I 










I 


— I 











— 1 













I 





1) 








— I 




D 








I 



P.-» 



Donc, en définitive, la substitution (2) se ramène aux deux suivantes el 
à leurs inverses 



I 













— I 














1 


I 










— I 


I 











I 





» 








— I 





1) 








I 




-1) 








— 1 



De même, dans la substitution du type (3), en prenant successivement 
les signes -h et —, on a les décompositions, aisées à vérifier. 






I 


1 









1 











— I 


















I 


1 




1 


1) 








— 


- 1 










I 











I 









-D 








I 


- 


— I 




I 







I 










1 















I 




I 





1) 










I 









I 














- 1 







1) 







I 



?, 



de sorte que le type (3) se réduit aux substitutions déjà trouvées et aux 
deux précédentes et à leurs inverses. 

Nous voyons donc que nos substitutions peuvent se former en composant 
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entre elles el avec (7) et (8) les substitutions suivantes et leurs inverses 



l = 



I 


I 













1 



















1 











I 





> 


V 




1 


I 





y 




Wirr 




1 














I 


— I 











I 






















— I 








1 











— I 


I 
















I 









I 















— I 




f> 
















A- 





I 


I 





y 


Hzr: 





— 


~1 


I 







» 














I 














— 


I 















-]) 








1 






-1) 












- I 













I 


I 









- 


-I 


I 















c- 


— I 
]) 











— I 


) 


1) - 


I 

D 












I 


• 


















I 



















— I 














Or, il est aisé de voir que ces substitutions ne sont pas indépendantes el 

que Ton a 

U\V-»l] = V, 



lUlS 



d'où nous tirons 



et 



W*z=:|, 

CA-» = \V, 

DA=:\V-S 
AB = WS 
AB = BA, 

V = uw-» l:, 

a = \v-m:, 

BziiC-«W-«, 
C-«W*C\V«=i. 



Donc il suffît de considérer les substitutions U, \V, C et (7) et (8), qui 
ne comprennent pas d'ailleurs U, W, C comme cas particuliers. 



25. Si nous formons maintenant les substitutions de la forme (A) cor- 
respondantes, nous trouvons les résultats suivants : 
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à IJ correspond la substitution 



(h n; ç 4- 1, Ti — I). 



à W coriespond la substitulion 







, n'y 






et à C correspond la substitution 



— I 



ty n; 



^-+-v/i) ^'-+-v^i) 



=: » 



à la substitution (7) correspond la substitution 



, y . -r- ^0-^^iV^'^ - H- gp — (Xj y /l) ^ 



mais 



«0 — «j y/l) 






== (ay— «jy/i))-; 



comme, d'autre part, on obtient toutes les solutions de l'équation de IV'U 
en employant l'identité 

xzt jy/D = (a=h cy^D)" (/^ q. c. q. entier), 

a et c désignant les plus petites solutions entières, on en conclut cpie la 
substitution (7) revient à la suivante 

[|, Y); (a-+-cy/ÏÏ)|, (a - cy/ï))rîj. 

Knlin, à la substitution (8) correspond la substitution 



U rr. 



«o? •+■ «s \/\y oLofi -+- a, y/ÏÏ 



avec la condition 



-|3,y/l)|4-;3» _;3,y/l)rî4-(3» 



ao?i-Ha,;3,l)izz I, 



qui exprime que le déterminant est égal à H- i . 

Sous cette forme, une réduction nous apparaît encore; mullijdions, en 
effet, notre substitution par la suivante. 



(«) 



I — m y/D 
o I 
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<Iiii esl (le la forme (8) et supposons | a., ' > ] a„ | ; nous obtenons 



3Co (3t3— //i3to)v'l) 



et elioisissons m de manière <pie Ton ail 



Xi — m 3Jo I ^ ; I a„ I ; 



-■ 1 



la snhslilulion devient 



«0 ^iv^'^ ' 



avec 



A{)pliquons à eelte dernière la substitution 



(/>) 



o ; 



- m'v'l) I 



en déterminant ni' par la eondition 

I a' — m'a' ' ^-' I a' I 



e 



t ainsi de suite; appliquons allernativemenl les substitutions (a) et (^); 
nous arriverons, après un nombre fini d'opérations, à Tun ou a l'autre des 
deux types, 



-(/'* 
"*«» 



. -■3;"'vD 



r i 



r-'î Vl> fil 



l^e premier est à rejeter, eomme donnant 1) -- ih i ; <piant au seeond, il 
donne immédiatement 0L^^*^=±\ et jï/' = =b i ; de sorte cpie nous avons, 
pour obtenir la substitution correspondant à (8), à com])Oser les trois sui- 
vantes : 

I — m \'l) I o 

^ — m \ \} I 



— I o 

- /// V I) — I 



Maison a, d'autre part. 



I — /// \ 1) 



o 



o 



/;/ i 1) I 



I - V' 1) 

o I 

I o 

— V D I 



m 



m 



— I 



<) 



— I 



- /// y/l) - I 



/î) 



o 
— I 



- V i> 



O 
J 



-;///— l) 



SUR UNE CLASSE PAUTICULIKUE DE GROUPES HYPEUABÉLIENS. 



D.39 



c'esl-à-dirc qu'on est ramené aux trois suivantes : 



-v/n 



o 



on 



(£, r,; >-v/î), n-v/ï)), 



I 



-v/f) 

— I 

- V 1) 



o 

I 

O 
— I 



OU 



c» n 



y/ 1)2 



v/ÏÏYî 



tJ- 



ou 



. ' ^'' Vl>^-+-i' K^ï^-n-^^i) 



de sorte qu'en définitive, le jçroupe résulte des substitutions suivantes 

(ç, ri; ?-+-!, r, — 1), 



( 



I 1 



U^ n; (^-cv/D)>, (a^-cv/ÏÏ)Yî] 



avec 



a^—c^D = 1, 



auxquelles il faut ajouter, si Ton veut comprendre le groupe total des sub 

stitutions (A) et (B) 

(H, ri; Yî, 4). 

Nous poserons, pour abréger le langage dans la suite. 



a r^ 










£ rn 



(ç, ri; J-^i, Ti - 1), 

(£, Yi; J-y/n, r^-y/Ô), 

(c,. ri; — -t 1 

[;, n; («-f-c-y/i))j, (^ _ cy''|))r,], ^/ - J) r^ --= , , 

(;, ri; r/, >). 



Remarquons, en passant, que nous démontrons iin résultaH^ioncy par 
M. Picard dans son Mémoire couronné Sur les^-^orcëtions de /deux 
xmviahles^ à savoir qu'on obtient un groupe discontinu de subslHutions 
entières, en prenant le groupe admettant pour substitutions fondfiaien laies 

a, J3, 0. 

Recherche des substitutions du groupe y considérées comme substitutions 

semblables d'une /orme quadratique. 

26. Nous avons défini le groupe que nous étudions en montrant sa 
liaison analytique avec le groupe des transformations 'du premier ordre 



I).44 n. noiRGKT. 

Particularités du domaine fondamental du groupe déduites 

de la réduction continuelle. 

29. Essayons maintenant d'appliquer à la forme (juadratiquc qui nous 
intéresse Talgorithme de la réduction continuelle et de voir quels rensei- 
fînenienls nous pouvons en tirer relativement au domaine fondamental du 
ffroupe. 

Ce (jue nous avons dit sur les réduites à la fui de la première Partie de 
ce Travail nous conduit à envisager, à la place de la forme 

la forme 
dans hupielle 

id (|ui peut, par suite, avoir un point commun avec la limite du domaine S. 
Si nous calculons, pour cette forme, les coefiicients de la forme définie 
associée, nous trouvons sans peine 

A, ==2, 

A, =l)[2^;o-+-2-orio-l-(ç-f-;o)('n-Htîo)]» 

Ai = •2;;o'0'Oo» 

n,3=J-l-;^ - Y] — Yïo, 

1^4— K;-+-;o)(-o4-r/o), 

1^3i= [;;o(ri -+- yjo) — rmoic -+- ço)J- 
Si nous mettons cette forme définie 

(A,,A2,A3,Av;n,„ Bn, Hi.J^n, Hiv,HrJ 
sous la forme de MM. Korkine et Zolotarelf, il vient, par des calculs qui 
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iront d'autre difficulté que leur longueur, 






I (ï„— t)'— (y1 — ï)o)' _ • 



£s = 



« (>)-+--Oo)(ç„-ï)»+aH-ç.)(n-r„)« 



F.= -(?.-0'(-i-flo)'. 



£« = — î(; + ;o— fl — ï)o); 
on en lire 

|^=-?[(ï„-.ï)«4-(y,-rio)'], 

{^-A (lo-£)'(r)-n.)' 

!7=-7[(ç.-?)'+(ri-t)o)']. 

Comme on doit avoir, pour que la forme soit réduite, — ^ -i on en con 

clut 

4 ao-V'i-n-noy .,1 



^ • 



mais, d'autre part, on a, pour toutes les valeurs de $, y), 



on devrait donc avoir 






— 5i ou 1)^2, 

2 ~ 



ce qui n'arrive pas en général; donc la forme dont on est parti 

n'est réduite pour aucune valeur de 5, v], ce qui nous montre en passant que 
tes conditions du n^ li ne sont pas suffisantes. Si on veut la réduire, il 
faut faire une substitution linéaire qui change en quelque manière les quan- 
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litcs UL,, ce qui est mal commode, et nous sommes conduit à changer de 
forme de départ. 

.*J0. Faisons dans/ la substitution 

( -'"l» «^lï «^1» «^tî «^1» "7=' ^8V*^> «^4 )î 

la forme devient 

J) a:* J — jr-J 4- ^1 ^4 = — ( X * — D jrj — j:| j:4 ) 1= -- 9 , 

ce qui montre (ju^on obtient — ç en faisant dans /la substitution entière 
de déterminant -h i 

1 r=^ ( vTi , a"i, Xj,, x^; Xif J?j, J7j , ^4 ). 

A toute substitution semblîible S de o correspond une substitution sem- 
blable TST"* de /et inversement à toute substitution semblable de/, S, 
correspond la substitution semblable de ç, T"'2T. 

Donc, au point de vue de notre groupe, nous pouvons raisonner sur la 
forme o. Or, si nous faisons la première substitution qui nous a donné — ^ 
sur/, nous obtenons 



ou bien 



-f-fXj( ^ -f-£4\/nj:3 4-e5:r4 




•r, 4- -^^s-f-eVDXa-h £3^4 
-4- ^Cr^-^ £,Djr^-h £,\^\)a:,y 

v/1) 

et il se trouve que les nouvelles valeurs des coefficients (/., sont encore 
entières. 
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1>.47 



Or, pour cette dernière forme 9, nous avons les coefticienls 



£1"- ï(? + |o-+-yï 4-Y)o), 
£i— — (;-+-;o -^ ~ •^0), 

'"■ ^ (i.-r)=+(T)-Yio)' 



£. ^ 



< (V) + Y)„U?0-«)*+(? + Ç.)(fl-fl„)* 



a,-V'-^(ft--noï 



I 



4vl> 



f^i - — 2, 



F.-^[(io-?r-+-('^i--norL 



F3 =^ 2 I) -^ 



{L-^)H'n--n,y' 



(Jo-?)'4-(o- Yîor- 



-. » 






expressions qui se simplifient en posant 






et qui deviennent 



£i"— (?i-+-TOi)» 



£,= \/D(|, — Yîi), 



£3— ?l-Ol, 



es — — 



£« — 



lî + ^î 



2v/n 






31. Le problème qui va nous occuper est donc la réduction continuelle 
de la forme 

Remarquons avant tout qu'il y a des valeurs de $2, yj^ aussi grandes qu'on 
veut qui satisfont aux conditions 
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pour la première et la dernière inégalité ; le fait est évident. Pour la seconde, 
il suffit de choisir une valeur de ^^ = ( - ) qui satisfasse à l'inégalité 

Ç^-l-(2--8D):*-M<(); 

il faut donc que ^l et r^l croissent sans limite de façon que leur rapport C** 
soit compris entre les racines de l'équation 

racines qui sont toujours réelles et égales à 



41) —l±2\/9A)(2\} — l}. 

Uemarcpions également que de pareilles valeurs infiniment grandes de ^^ 
et Y]o sont conqiatibles avec la condition 



OU 



ou bien 



- <vn :— -vi < -» 



2 ' I -h î' 2 



car cette dernière exige que Ton ait 



2V/Ï) — I ^yi^ 2v/i)-+- I 



/|)-t-l ^ 2V/Ï) — l' 



or ces deux limites de t'^ sont comprises dans l'intervalle des racines de 
l'équation ci-dessus en X. 

Donc notre assertion est confirmée; il y a des valeurs infiniment grandes 
de ^2 ^'^ '^ri satisfaisant aux inégalités de la réduction en ce qui concerne les 
nombres [x, et | £4 1 < ^7. 

Ceci nous montre que le domaine D de réduction a un point commun 
avec la limite du domaine S à Tinfini qui est entièrement analogue au point 
à rinfini du domaine fondamental du groupe modulaire. Il résulte de cette 
analyse qu'il ne peut avoir que ce point commun. 

Knfin, remarciuons encore que, sauf les conditions 

/fi > i L-* > 1 



SUR UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE GROUPES IIYPERABÉLIENS. ^-^9 

toutes les autres conditions de la réduction ne dépendent que des variables 






car on a 

^ = fi I) 






ri \i 



y* 



— i — , 






«^ — — 



11 résulte de là la conséquence importante que, si nous réduisons la 
forme en supposant les conditions 

toujours satisfaites pour le point variable ($,, y],, ^3? ^2)» nous n'avons 
en définitive que trois paramètres Ç,, y),, J^-; fait analytique qui nous dis- 
pense d'employer l'espace à quatre dimensions comme espace représentatif 
de la réduction continuelle et nous permet de rester dans un espace à trois 
dimensions. 

C'est un fait analogue au fait qui se passe dans le groupe modulaire. Si 
l'on est en dehors du cercle x^ -h y' — i =^ o suffisamment loin de l'origine, 
le domaine fondamental est une bande parallèle à Oy et, par suite, les limi- 
tations de ce domaine ne dépendent pas de la variable y, 

32. Toutes ces remarques étant faites, voici comment nous allons faire 
la réduction continuelle. 

Nous allons supposer que Ç^ <^^ ^2 sont infiniment grands et de telle sorte 

que leur rapport ~ = J^ et elles-mêmes satisfassent toujours aux conditions 

Ml Fi f^3 

et nous allons faire varier ^,, y],, J^ de toutes les manières possibles. En 
d'autres termes, nous ne réduisons la forme que pour les valeurs de Ç,, yji, 
$25 ^2 avoisinant le point à l'infini du domaine S, et nous allons chercher 
toutes les réduites dont les domaines de réduction admettent ce point. 
Nous donnerons une valeur fixe à Ç et nous réduirons la forme pour 

Fac. de T, — MI. D.7 
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toutes les valeurs de ^, et y], . Nous obtiendrons ainsi une division régulière 
du plan des Ç, et y],. Nous ferons ensuite varier ^ dans les limites où il peut 
varier et nous verrons comment se déforme cette division régulière dans 
l'espace à trois dimensions (^,, yj,, Q. 

33. Commençons par le cas très simple où 2^^ = i ; on a alors comme con- 
ditions de réduction de la forme 



I «^ij 



-5<- 


-('E,, + -n, 


,) 


<i. 


-i< 


V^WU.- 


-^: 


,)<i. 


-i< 


^imi 




<i. 


_.<_ 


3 




<i. 


-i<- 


?1 fll 




<i. 



2V/li 

qui nous montrent que la forme est réduite dans le rectangle dont les côtés 
ont pour équations 

Çi-+-Y3, = ±:|, ^, — yî, = di -— =, 

2^1) 

domaine que nous désignerons par d^. 
Sortons de d^ par le côté 

on a 

fi<o, |£i|>î. 

La substitution 

(Xj, j^î, ^3, a\ ; j:*! -f- ^j, J?j, .2:3, jl\), 

qui remplace £, par e» 4- i, réduit la forme et donne 

avec les conditions de réduction 

-i<-(?i-+-^i)-+-«<ï» 
-i< v^(Çi-yi,)<i, 
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qui nous montrent que la forme est réduite dans le rectangle forme par les 
droites 

ISjl) 

domaine d^. 

Sortons de d^ par le côté ^, 4- Y), = î; nous avons, dans le voisinage de 
côté 

la substitution 

remplace £5 par £5-^1, mais aussi £3 par £3 4- £,. 

Si cette quantité est, en valeur absolue, inférieure à ^, la substitution con- 
sidérée réduit la forme. 

Or on a 

£3-l-ei = ?iY3i — (?i4-ri,) 4-1; 

il n'est pas difficile de voir qu'au voisinage du côté traversé elle est posi- 
tive et inférieure à ^. 

Donc, on obtient la forme 

Arrêtons-nous et revenons au domaine primitif d^. 
Sortons de d^ par le côté 

on a 

£i>o, |£i|>î, 

la substitution 

(X|, Xj, ^3, X^\ J7, — a'j, t2?j, X^y "3^4 )> 

qui remplace £, par £» — i, réduit la forme qui devient 

y 1' = «^j — "«^Tj — ( vT, — Xj) X^y 

qui est réduite dans le rectangle rf, , 

Ç,4-r3i = — î, —I, 5, — Yî.^i: — . 

Or, cette forme /,' coïncide avec/,*; donc, il est inutile de pousser plus 
avant la réduction dans la bande du plan, limitée par les droites 

Si nous partons de d^ dans le sens des ^, positifs, nous rencontrons suc- 
cessivement les formes /©, /n /is /o? /n /«s • • m et dans le sens des ^, 
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négatifs /y, /,', /,, /„, /,«, /,, ...; de sorte que, si nous considérons le 
domaine formé par la réunion des domaines rf,', d^^ rf, , nous voyons que ce 
domaine se reproduit à Tinfîni et nous donne une division régulière de la 
bande du plan considérée. 

Revenons maintenant au domaine d^ et réduisons la forme initiale en 
faisant varier le point (^,, y], ) dans la bande du plan limitée par les droites 

Nous donnons la Table du calcul ; ce que nous venons de dire nous permet 
d'abréger les explications 

Cùlé de sortie l^-^nx— — —j £i>o, |e2|>J. 

Subslilulioii ( j:,, jt-j, x^y x^\ x^ — x^^ jr„ o-j, ^4). 

ft = x\ — DaJ ~{x^ — x^)x^. 



e. = --^, 



ïi — Yî, 



I 'M 

^6 - — 



Domaine d^ ^,-4- Oi = =t= f, V^ (?i — tHi) = i, \- 

Si Ton sort de d^^ symétriquement par rapport à l'origine, on trouve 

/ji^i x\ — Dx\ — (^i4- Xi) x^, 

3 
(i3) Coté de sortie de ^2. .. . Jj — r3i= — —y eî>o, |e, |>i. 

Substitution (^\y ^ly Jc^z ^^'^ J^x — ^zj ^î, J"3» «n)- 

/î' — -a:*? — I>^3 — (*^i — 2^3) J^K- 

£3 = ^. 

2v/D 
Domaine ^/j^ f,4-Y)j = diJ, y/D (^, — yî,) = j» I- 
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Si Ton sort de d^^ symétriquement, on trouve 

5 
(y) Côté de sortie de ûfj» ^, — yî,iz= -j^-y £i>o, |e|>J- 

Substitution (^i, a^j, ^j, x^; x^— x^, ^j, ^a» -^i). 

/,»= ^J — DjtJ — {xi — 3xj) ar^, 

ei = — (li-t-'^i)> 

£5- ^> 

2V/Ï) 

Domaine cfj» |i-i- yî,=:±: J, y^l) (î,— yîi) = 



2V/1>' 



et, comme quatrième côté, la droite 

ou l'hyperbole équilatère 

suivant la valeur deD. Si c'est la droite 

v/n($,-r..)z=:^, 

2 v/l> 

on continuera à réduire de la même manière jusqu'à ce qu'on rencontre 
cette hyperbole équilatère, ce qui arrivera d'autant plus tard que D sera 
plus grand. Si nous supposons D = 5, cette circonstance se présente main- 
tenant. Plaçons-nous dans ce cas pour fixer les idées; le domaine d^* est 
donc limité par 

2 V'I) 

(d) Côté de sortie do c^,«. |, — yî,4- J =:o, E3<o, |sj|>Î. 
Substitution (.r,, jt,, x^, x^; jt, -h jr^, x^, Xj, x^), 

/,«=:d-J — Dj:** — {jTi— 3x3-+- J^v) r.. 
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£5- -^— > 

S t — ml 

2v/D 

Domaine e/j ^i-\-niz=±:\, ?iTni-+- î=o, v^l) (£i — yîj) z=i 

On aurait de même, symétriquement, 

(s) Côté de sortie de c^i«. |i — tO|= ^ > £i>o, |eîl>|. 

2v/D 

Substitution (^Tj, j:,, j:„ a:^; x^ — j:,, o:,, x,, Xi). 

/,s= j7| — Do?* — {x^ — ^Xi-\-x,,)x^, 

Domaine 6?,s Çi-+- Y), = dz J, y^ (Ç, — y),) = |, |. 

On aurait, symétriquement, 

(Ç) Côté de sortie de cfj» Çi — yî,= — — > £2>o, |ei|>i> 

2 yD 

Substitution (ar,, j:,, j;,, ^4; Xj — x^^ J7j, a:,, ^r^), 

/,«=: j?J — ^x\ — (^1 — Sj^a-t- «274) j?4, 

£3= ?iTni4-i, 

p - ^> — ^« 

2v/D 
Domaine c^,« Çi-+-r3, =d= -J, v^*) (Ç, — yïi) = |, 



SUR UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE GROUPES HYPERABÉLIENS. D.55 

et la droite 
ou la droite 

si Ton se place toujours dans le cas de D = 5, cette circonstance se pré- 
sente ici, car 2D = lo. 



(yî) Côté de sortie de d^*. (?i — t^i) = — 7=^'( — 7= ) 

2v/D \2y/l)/ 



£6<0, |£6|>î. 



La substitution {x^ ; x^ -+- x^) remplace Eq par £« + i? ce qui réduit s,., 
mais aussi £3 par e, -h e^. 

Or, au voisinage du côté de sortie, £3 -f- £2 est > o et de valeur plus 
grande que ^. Il faut donc, en outre, poser (a?, ; a?, — x^) pour achever de 
réduire la forme. La substitution réductrice est donc en définitive 

\X\y X^y J7j, X^\ Xi — X^y X^f X^-+- ÛT^, X^)y 

/,7Z= x] — J){x3-\- x^)^— (Xi — 6x^— 5x^— x^-h a:^)X|,=ix\ — J).rJ — x,^4=:/„. 

Il sera donc inutile d'aller plus loin et Ton voit que dans la bande limitée 
par les droites 

si Ton s'avance dans le sens des ^, positifs, on rencontre successivement les 
formes 

/o» fu /îS /l'j /iS /i*> /jS /o> fu fi'j •••» 

et, dans le sens des ^, négatifs, 

•••> /o> /2'S /ï»> /s'*> /îS /l'y ffy /o» 

Ce qui se passe pour D = 5 est général et Ton a un nombre de formes 
distinctes d'autant plus grand que D est lui-même plus grand. 
Si donc on réunit ensemble les domaines 

C^t'S ^J'»> ^îS ^J'S Û^J'»» d\y ^o> ^î» '^î'» ^î'> ^SS ^^2S ^iS 

on obtient un domaine qui se reproduit à Finfini et donne une division régu- 
lière de la portion de plan limitée par les droites 
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En tenant compte de ce que nous avons déjà trouvé, nous en concluons 
Tcxistcnce, dans le plan des ^,, i],, d'un domaine fondamental qui est le 
rectangle ayant pour côtés 



l- 



î.' 



.±v^. 



La Jlg. I , qui correspond au cas de D = 5, montre clairement tout ce 
que nous venons de dire. 

Nous obtiendrons des substitutions semblables de la forme/,,, en prenant 







-1. 








À 










//'dy '/V^ 


' 






Jâ. 








•n 




"^ 


^^ 


>/, 


y- - 



les substitutions qui nous permettent de passer du domaine d^, à tout 
domaine correspondant à la même réduite _/"„. 

On retrouve ainsi les substitutions qui correspondent aux substitutions 
hyperabéliennes 

(£„ïl,: Ïi-V^n, T,,-v/D),- 

elles laissent d'ailleurs invariable le point à l'infini des domaines D, situé 
sur la limite du domaine 5. 
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34. Revenons maintenant aux conditions de réduction et considérons-les 
dans toute leur généralité sans supposer J^^ = i. Les quantités £^ et £5 ont 
seules changé dans ce nouveau cas; on a 



h = \/ïi 



i-V 



et 

t- — -^— — — — • 

Si Ton écrit les conditions 

«<• 14-Ç* ^*' 

les droites limites obtenues en prenant le signe d'égalité ne sont plus paral- 
lèles à Ç, -H y), = o, comme dans le cas précédent, mais ont un coefficient 
angulaire égal à — ^-. 

Nous allons construire ces droites limites pour les valeurs limites de J^^, 
c'est-à-dire pour les quatre valeurs 

41)-I-2v/2l)(2l)-l), ''^'^""' , '^^"^' , /il)-,4-2v/2l)(2j)-i). 

2 v/D 4- I 2 v/1) — I 

Les droites _ 

2 v/ÏÏ — I \ 2 v/î) — I 

* ay/D-hi / 2V/D-+-I 



M?!-^; 



y/D -4- I 7 2 v/D 4- I 



passent respectivement par les points (^, ^), (— ^, — ^), et par les points 
d'intersection des droites 

J, - -oi = - v/ï>» ?i — -ni = 4- v/i> ; 

de même, les droites 

A 2V/D4-I \ . 2v/ÏÏ4-I 

passent par les points (i, j), (- ï, - î), et par les points d'intersection des 

Fac. de T. — XU D.8 
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I 



— -v/J). 



Les quatre autres droites limites correspondant aux racines de l'équa- 
tion en X du n*^ 31 , passent également par les points (*, :*), (— ^, — ^), et 
comprennent dans leur angle les droites que nous venons de construire; par 




2V0-1 



suite, deux d'entre elles, parallèles, coupent le domaine fondamental, les 
deux autres ne le traversent pas. 

Nous voyons donc que, si 'C^ est compris entre les nombres 



v/iï 



2v/i) 



I 

- > 



2 v^ 4- I 2 y/l) — I 

cj est positif ou négatif, suivant que J^^ est plus petit ou plus grand que i, et 
il n'y a de changé que la forme du domaine fondamental qui est un parallé- 
logramme A , A', B, B', ayant pour côtés 
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Nous pouvons résumer les résultats obtenus jusqu'ici et leur donner une 
forme géométrique en considérant ^^ comme une troisième coordonnée 
dans un système de coordonnées rectangulaires ($,, y),, J^^). 

t^ variant de ^ ,_ ^ ' à ^-^— = — ^- > nous avons une division régulière de 
la portion d'espace limitée par les deux plans 

s T= ' S T- > 

2 v/1) 4- I 2 V^l) — l 

qui résulte de la répétition d'un même domaine fondamental formé par 
la portion d'espace comprise entre les deux plans Ç, — yj, =h \fD et les 
deux hélicoïdes gauches Ç,-f-J^*Y], = =t(i-hJ^^). 

35. Si X,^ est en dehors de Tintervalle ^— ~ ' > -^^ — - > une étude com- 

2 v^D -f- I 2 \/l) — I 

plémen taire s'impose. 

Dans ce cas, en effet, on a 

£4^0, |«4|>i, 

et la forme /o ne peut être réduite pour aucune valeur de (^,, r^,). C'est 
dire que le domaine d^ de réduction de f^ ne s'étend ni au-dessus, ni au- 
dessous des deux plans précédents. 

Considérons les plans 

« ___ 

^,_ 2v/l)-^ ^,_. 2v/D-4-/^ 

2sJ\)-\-p 2V/J)— /> 

p étant un nombre entier positif impair. Les premiers coupent l'axe des ^^ 
entre l'origine et le point— y= > si p$2 yD, les seconds entre le point 

^-yrr et l'oo. Ne considérons de ces plans que ceux compris entre les 

racines de l'équation en X, de manière à avoir toujours pour les valeurs 
correspondantes de X,^ 

Cela étant, si X,^ est compris entre 



2V/1) — (/?-+-2) ^^ 2V /D — )P 

2v/D 4- (/>-i- 2) 2v/D-4-/; 
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la substitution 

réduira la forme, à condition qu'il y ait des valeurs de (E,, y],) satisfaisant 
aux conditions 



et, si J^- est compris entre 

2V^Ï>-4-/? et ^V^-^(/^-^^) ^ 

2V/T)— /? 2 V^D — (/?-+- 2) 

il faudra prendre, pour réduire la forme, la substitution 

pourvu qu'il existe des valeurs de (Ç,, y],) satisfaisant aux inégalités 



car, par exemple, la première substitution remplace 

£4 par e^—p et e, par Ci — />£i. 

Or, £, = VD =5 est plus petit que et plus grand que/?. Pours'as- 

surer si la condition auxiliaire peut être satisfaite, construisons dans le pre- 
mier cas les droites 

V^ (?l — -^1 ) -i-/^(?l -^- TOl ) — ï = o, 

ces droites sont parallèles et passent respectivement par les points 

et les points de la portion da plan comprise entre ces droites satisfont à la 
condition exigée pour la réduction. 
Il en est de même dans le second cas. 
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36. Appliquons ces substitutions à la forme/o ; nous trouvons 

(j?j— /^JTa)*— Da:J — J7,a^4, si e4>o, 
(x^-h pj^iY — l^^l — -TiX^^ si e^<o. 

Si, en outre, nous supposons fixe la valeur de î^^, nous voyons que ces 
formes seront réduites dans les parallélogrammes limités par les droites 



V^D(Ç,-Yi,)-+-/>(?,-+.Y),)±i = 



et 



?,-+.Yi,=:±l. 



La réduction continuelle de chacune des deux formes dans les plans cor- 
respondant aux valeurs de ^^ se fera sans plus de peine que dans l'exemple 
traité plus haut, et l'on rencontrera encore ici les deux mêmes substitutions 
semblables. 

La fig. 3 ci-dessous montre le parallélogramme dans lequel est réduite 




Ç,VTJ,-*J 



Ç,*tli— J- 



^» 



la forme de départ et correspond au cas où C^ est compris entre 



2v/T)-h3 



\/D 



et 



Di=5. 



H- I 



Dans ce qui précède, nous avons retrouvé deux de nos substitutions 
fondamentales; ce sont celles qui correspondent aux substitutions sem- 
blables. 
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Elles laissent d'ailleurs invariable le point de la limite du domaine S com- 
mun à tous les domaines de réduction. 

Abandonnons maintenant Thypothèse faite jusqu'à présent 

/^« = " 

et faisons varier le plan î^^=const. en dehors des limites qui lui étaient 
imposées par les racines de l'équation en X. Il est clair que pour réduire de 
nouveau la forme, on pourra employer une substitution de la forme 

(j^j, ,Viy j^3, .374 î .Vif a j^j -H p Jî'3, y J^j -l- J73, ^4) 
avec 

ay ~ (35 = I , 

à condition de supposer (^, , y],) choisis de manière à satisfaire aux inégalités 

— ^<a£,-hy£j< i, 

— i<;3£,-+-ôs2<i-, 

ce qui est toujours possible, car il suffit de supposer (^<, y]<) à l'intérieur 
du parallélogramme ayant pour côtés 

«Si -h y£j = ±: {, (3£i H- ôcj = dz \. 
Il suffira même que la substitution choisie réduise la forme binaire 

les conditions relatives à (^,, y],) étant conservées. 

Or, le calcul de la réduction de cette forme binaire définie est forcément 
limité, comme on sait. On finira par retomber sur des réduites obtenues et 
l'on déduira par conséquent, de ce calcul, des substitutions semblables pour 
la forme donnée. Elles ne contiendront que x.^ et x^ ; donc elles seront 
aussi des substitutions semblables de xl — Dx!|, c'est-à-dire seront telles 
que l'on ait 

a«— I)y2 = I. 

Ce seront donc les substitutions qui correspondent aux puissances de la 
substitution 

[|, yî; («f-cVi))?, (a-4-cv/ï))rj], 

a et c étant des solutions de Téquation de Pell 
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Cette substitution laisse aussi invariable le point de la limite du domaine S 
commun aux domaines de réduction. 

En résumé, ce calcul de réduction continuelle nous a fait retrouver les 
trois substitutions désignées par a, p, 8 au début de cette seconde Partie, 
et nous montre que ces substitutions laissent invariable un point de la 
limite du domaine S. 

Sur une classe de sous-groupes. 

37. On connaît l'importance spéciale, dans la théorie des fonctions mo- 
dulaires, des sous-groupes à congruences, c'est-à-dire des sous-groupes dont 

les substitutions 

« p 

y ^ 

satisfont aux congruences 



« = ô =in: I 



(mod n). 

M. Klein les a pris comme base d'une classification, dans laquelle il a 
divisé les fonctions modulaires en degrés (Stufen) suivant la valeur de 
l'entier n. Il existe, dans le groupe découvert par M. Picard, des sous- 
groupes tout à fait analogues. 

Si nous prenons, par exemple, les substitutions du type A 



^=rr > 



et, si l'on désigne par n un nombre entier, les substitutions satisfaisant aux 
congruences 

bo— bf ^/D = o, ^,4- ^3^1) = ± I 

a^-h a^\/\) ^ztiy a, — flTj v^D = o 
bo-hbi\/D = o, b,— b,s/D^±i 



(mod/i) 



forment un groupe qui, ainsi qu'il est aisé de le voir, est un sous-groupe 
d'indice fini du groupe que nous étudions. 
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TROISIÈME PARTIE. 



FONCTIONS DU GROUPE. 



Fonctions & et modules. 

38. Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, des fonctions que 
laissent invariables les substitutions du groupe que nous considérons ou 
d'un de ses sous-groupes. 

Avant d'aborder cette question, nous allons considérer un cas particulier 
important. 

On sait quel grand intérêt offre, dans le cas du groupe modulaire, l'étude 
des fonctions &, dans lesquelles on suppose l'argument nul et où l'on consi- 

dère comme variable le rapport— =t des périodes. M. Hermite a ren- 
contré ainsi le premier exemple de fonctions modulaires. 

Nous allons considérer de même ici les fonctions & à deux arguments, et 
nous donnerons à ces arguments les valeurs o. 

39. On sait qu'il y a seize fonctions & à deux arguments; six d'entre elles 
sont des fonctions impaires; les dix autres sont des fonctions paires. Si donc 
on y suppose les arguments nuls, les six fonctions impaires seront identi- 
quement nulles et nous aurons seulement à considérer dix fonctions &. 

En prenant comme notations celles de MM. Weierstrass et Weber, nos 
fonctions auront la forme 



[f; f:] <"• 



o) 



e 



=2 2 



«'[(''^^-^)'T„+î(m, + ^j(m,4-^*)T,î4-(m,4-^yT„]^-U/[(m,4-^)A,^-(m, + Ç)A^^^ 



'^iM ^^129 ^^22 désignent les modules de périodicité. 

\y / se nomme la caractéristique ; les nombres g et h sont égaux à 
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o ou I ; de plus, la fonction étant paire, on a 

g^h,-\- gJi^=o (mo(l2). 

De plus, nous conviendrons de représenter les dix fonctions & paires par 
Tune ou Tautre des notations 



[: 



o 






o 
o 

o 
o 

I 
o 

1 
o 

o 
J 



5«, 



'01» 



-%. 



— -^îa» 



0» 



4: 



o 
o 

1 
o 

o 
I 

o 
I 



^u> 



— ^ ^n> 



— ^03> 



— ^34» 



= S,. 



Nous rappellerons que les clcinents du Tableau suivant 



•^5 


&* 


^5 


•^14 


•^01 


&2 


•^5 


•^5 


3* 


•^34 




^î, 


2l* 


•^5 


&î 



sont les coefficients d'une substitution orthogonale. 



40. Nous avons posé, d'après M. Picard, 



2v/l) 

Ç -h rj 



u = V^ 



y ' 



_ 2v/ï)?y) 

"^sî — "s: — ; 



Si l'on fait cette substitution dans les fonctions 2r, elles deviennent dos 
fonctions des deux variables indépendantes ^ et y] et du nombre entier D ( ' ). 

Pour voir ce que deviennent ces fonctions quand on eflectue sur les va- 
riables ^, Y] les substitutions du groupe, il est nécessaire de chercher les 



(M On voit qu'une particularité des fonctions que nous étudions est de dépendre de ^^i/x 
variables et d'un nombre entier, tandis que, dans le cas des fonctions modulaires, on ne 



0) 



rencontre que la variable t = — 
Fac. de T. — XIL 
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la formule de transformation devient 



c 
^ 



[/:; /;;](^')=^'^[f; IJ^^)' 



appliquée aux dix fonctions &, elle donne, en désignant par Sr^ l^ fonc- 
tion S'a relative aux modules transformes t', 



1^ / 



i 






1 4 









S 3 














•^34 

Sri =: 



Kn outre, si Ton développe l'identité 

on voit que la transformation sur les t équivaut à la substitution suivante 
sur les indices de la série 

donc, elle ne fait que changer Tordre des termes de la série, ce qui n'a aucun 
efl'et sur sa valeur, la série étant absolument convergente. On a donc 

et Ton peut écrire le Tableau ci-dessus sous la forme 



^'. — 



«» 
^ 



c 



•^34 ~ 



•^4 



^3i> 



23 



2r' = 2 



i 2 



fî_' 



•^14 - 



4» 
12» 

•^0» 
•^03» 



- -^iv 



Transformation p. 
L'une des transformations linéaires correspondantes est 



O O I 



o I o o 



o — 1) 1 o 



o o o I 
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d'où 



a := I 



^ == o, 



10 






'l = ^l-+-//i-+- 






/'î 



St — ©"î* 






I>A^ 



-4-/'s— I), 



2/i,, 



On n'obtient pas les mêmes résultats en appliquant la formule de trans- 
formation, suivant que D est impair ou pair. On doit donc distinguer deux 
cas. On a, dans le cas où D est impair, 






^0 1 ^^ ^J^3i» 






IIT 



27' 



D 






iîi. 



&' =-e» S,&t, 



•^li — ^ ^l-^Oy -^03 



^ ^î-^14» 

^ ^1-^03» 



et, dans le cas où D est pair, 









ttZ 



y.. 



» 4 C5 % 



5:' 

3 



^n — e 



4 






m 






ITZ 



l> 



^ -— wj«3j4, J. e ^2«3l3> 









3^4. 



Nous réservons, pour le moment, la détermination de la constanlo c. 



Transformation y. 
L'une des transformations linéaires est 






— I 








I 




















I 








— 1 






i 



l).7o 

OU 



a =iO, 
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6=:0, (t)'z=Of 



è,',— 


-A'«. 




gu 


K 


hu 


h\- 


-fi,. 



On obtient le Tableau suivant, après avoir déterminé la constante 
, = -h I , comme dans le premier cas, 



^\ — 






23 






y,.= 



14 



y.,= 



1 



•^14» 
3^4, 



•^4 

•'m — 

-^34 — 

•'os — 

y. — 



"^01» 
^3l> 

•^03- 



Transformation 8. 
L'une des deux transformations linéaires est 



o 



o 



a, o 



o (Xf 



o «0 

o DoC] o a 



«0 o 



avec 



aj — DaJ^i, 



[l'oij 



«0= I 



«•^ O 



(mod 2), 



rtz=o, b = o^ oj':= 2Dao<^î-*- 2«o«î"^ 4ï)«î = o (mod 8). 



On obtient le Tableau suivant : 



2r'. = 



2r' =: 



1 



^; = 



3' = 





•^14 '^4'^14> 


^4«^0!> 


•^11 ^4-^U> 


e42r;, 


•^03 '^4-^03> 


^4-^î3> 


•^34 '^4-334> 


^4*30» 





Si l)==o (mod 2), il s'introduit en outre, dans le second membre, un 

3 a, a, 



ITC 



facteur e * qui est égal à -h i si a^^^o, — i si a^^o (mod 4). Nous 
réservons également la détermination de la constante 3j. 
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Transformation e. 



L'une des deux transformations est 



I 





o 








— I 


o 


o 





o 


— I 








o 


o 


H-I 



d'où 



azzzOy 



b=i 



g\ 




-h 


^1. 


s\ 




— 


S'ty 


à\ 






/l2, 


K 


— 


■+- 


h,. 



w'=:0, 



Si Ton détermine la constante Sj comme plus haut, on trouve 85 
et Ton trouve le Tableau 



= -h I 



y — 



01 



3' z= 



23 



3' 
•^0 



a., 



2r' = 



1 4 



y — 



^I4> 
- ^12» 
•^03» 



Sri 



- -'Si» 

Ht,. 



42. Il resterait maintenant, pour compléter ce que nous venons de dire, 
à déterminer les constantes Sa et 3». Remarquons toutefois que, les fonc- 
tions S n'intervenant que par leurs rapports dans ce qui va suivre, les va- 
leurs de ces constantes ne nous sont d'aucune utilité. 

Pourtant, nous avons appliqué à cette détermination une méthode l)ien 
connue, donnée jadis par M. Hermite dans le Journal de Liom^lUr 
(année i858), pour les fonctions £r à un seul argument et étendue aux fonc- 
tions ^ k p arguments par M. Weber (*). 

Nous n'avons rien trouvé de particulièrement remarquable. On peut 
vérifier les résultats en cherchant, par une méthode donnée par M. Rrausr 
dans son Livre Sur la transformation des fonctions hyperelliptiques du 



(0 Wkber, Journal de C relie, t. 74. 
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premier ordre, le carré de ces constantes. On trouve 



2_ ' 

1 -h T, , 



Nous avons résumé dans deux Tableaux à double entrée reffet produit 
sur les dix fonctions £r paires à arguments par les substitutions fondamen- 
tales du groupe. Le premier Tableau est relatif à D^i (moda), le 
second à D^o (inoda). Dans ces Tableaux, l'entrée verticale est rela- 
tive aux substitutions, l'entrée horizontale aux fonctions £r; nous n'y avons 
désigné les fonctions & que par leurs indices. 



43. Ces Tableaux nous montrent immédiatement que les fonctions & se 
séparent en deux groupes, les fonctions de chaque groupe ne faisant que 
se permuter, à des constantes prés, par les substitutions a, [3, y, S. 

Quand D—^ i (moda), ces groupements sont 

(~''5> -^î» ^03» "^u) et (^4> -^Ol» "'îSî -^H» •^3i> -^o)' 

Quand D=:o (inoda ), ce sont 

(-^5» -^01» -^i» -^25/ C^ (-^O» "^lif •^12> •^03» "^aV» -^î )• 

Les groupements 

sont des groupements connus dans la théorie des fonctions &. 

Il n'y a pas de relation linéaire entre les quatre fonctions & d'un même 
groupe et le carré de tonte fonction & peut s'exprimer linéairement en 
fonction des carrés des quatre fonctions de chacun de ces groupements. 

Les groupements de cette nature, qui sont au nombre de soixante dans la 
théorie générale, portent le nom de quadruplets pairs. Ce sont aussi les 
fonctions S* contenues dans de tels groupements qui donnent lieu à la célèbre 
relation biquadra tique de Gcipel. 
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es 

■a 

o 

^« 

a 






H 

co 
'/: 

o 
u 



c^ 



eo 



O 



c^ 



lO 



o 

H 

H 

H 
QQ 

CQ 

;-> 
00 



Q - C) - 



?>« 



O 



c< es 






+ 



co 

o 



co 

o 



^\ 



O ^ 



^ 



^î^ es î^ 
co — — 



^T 



co 
O 



+ 



*«T v^ vjj. 



^ 







es 








• 




«s 










c 






•^T 





















• 


^rr 


t£ ^ 


CO 


CO 


co 


r< 






es 


c» 


c» 



co 



CO 

es 



fi 

£1- 



»— N 



T ^T 



%i 















m 




^fl" 


vy 












CO 











»o e* ^o «n an 






orx- ?- ^o 



u> 



es 

-a 
o 

S 



o 

III 



• 

H 
03 




•• 




0) 










G) 




+1 


«■ 


• 


es 


v-r 


co 


es 


es 


04 




co 










• 




es 


es 


Vf 


*--r 


co 


co 






co 


co 






c^ 

























v« 












1 












A 








• 

co 


VT 


'■' 


c« 


co 


co 





»-» 


1 











c^ 



r, 

o 

H 

D 

H 

*4 

H 
oo 
n 

3 
CQ 



es 

^ ï^l^ co — — 



co 

o 



I 

a 



>«}• vt *^ 



V 



2 Ml-» 000 
■■ ••«I 







va* 








• 

c^ 


vy 


A 


CO 


co 


co 




^U 


es 


es 


es 






••m 1 












^ 









co 
es 



co 
es 

û 

SI' 



►- VT 
O 



• 


M4 


*o 


•^T 






















• 


•0 




»n 


»n 


^ 


»o 




c 
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41. (^es Tableaux nous permettent également de former autant de fonc- 
tions invariables par les substitutions du groupe que nous le désirons. 

Remarquons d'abord que les exponentielles qui interviennent comme 
facteurs dans les fonctions â sont toutes des racines huitièmes de l'unité. 

Il en résulte que toute fonction symétrique des puissances huitièmes des 
fonctions Sr contenues soit dans le premier groupement, soit dans le second, 
soit dans les deux groupements, se reproduit à une constante près, qui est 
le produit cj^ 3j^ élevé à la puissance marquée par le degré de la fonction 
symétrique. 

Kn conséquence : 

Si l'on prend deux pareilles /onctions symétriques, si on les élève à 
des puissances convenables et si Von en prend le rapport, les constantes 
disparaîtront et l'on obtiendra une fonction qui sera invariable par 
toutes les substitutions du groupe. 

Telles sont, par exemple, les fonctions 

%8 %s _. '^^ %« _4_ %8 %8 -4- 5r* %* _u %* %* -u Èr* %■* 

l^^ -^ ^'^ _4_ %'» _U ^* 1- ^« I %S \g 

V ^ Q , -T- -J^ ^ -t- «/ ^ -r- -> ; j -t- -^ 3 à ^- -^Q ) \ U s=\ {xr\f\f\o\ 

' " %8"^8~^8~%8~%T~%8 / U—I^IIIUUZ;. 

Si» _i_ ^8 -u 2r* -+- ^' 

•^01 "'"•^31"^ •^it-'^l2-r-'^23-f-->0 

Voici un cas où ce procédé se simplifie et l'on obtient une fonction remar- 
quable du groupe. 
Posons 

» ^^ -^4 -^Ol "^23 ^\i -^34 -^O* 

La substitution a les reproduit 

» ^ les multiplie respectivement par itoj, =tS* 

» y les reproduit 

)) à les multiplie respectivement par CJ, GJ 

» £ les reproduit. 



Donc, une substitution quelconque du groupe les multiplie respectivement 
par 



±8j''3{^ dneipei'f. 
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Donc, la fonction 
osl une fonction du groupe. 

45. Comnrie autres fonctions particulières, considérons les modules; 
d'abord un système de modules de Borchardt (*). 

Posons 

et supposons par exemple D^i^i (mod2). 

On voit, sans qu'il soit utile d'insister, en se reportant aux Tableaux 
donnés plus haut, que les cinq substitutions 

ne font que permuter ou changer le signe de ces trois modules. Donc, le 
sous-groupe ayant pour substitutions fondamentales 

a, (3\ y, 0, £ 

laisse invariable le système considéré des modules de Borchardt. 

46. Si nous recherchons quelles sont les substitutions de notre groupe 
qui laissent invariables les modules de Richelot, il suffit de considérer un 
seul système de tels modules, tous les autres modules s'exprimant ration- 
nellement à l'aide des premiers. Prenons, par exemple, les modules x, X, pi 
définis par les formules 

X — -§-s- » ' — g— §r » V- — 5-5- ' 

les fonctions & qui y entrent étant supposées à arguments nuls. 

En désignant par 6 les fonctions transformées par une quelconque des 
substitutions cherchées, on a nécessairement 



à„ 


3^01 




0« 


001 


&. 


2r« 


9. 


0„ 


&. 


^01 


9, 


001 


3» 


a. 




9» 


9.' 


3^34 3^4 


Ou 0» ' 


&. 


^.» 


"0, 


0./ 



(*) Borchardt, 5Mr le choix des modules dans les intégrales hyperelliptiquca 
{Comptes rendus, t. LXXXViri; 1879). 
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ce qui monire que toute substitution cherchée doit, avant tout, reproduire 
les caractéristiques 

[: :]. [: :]• [: :]• [: :]■ [: :]• [: :] 

correspondant aux fonctions -, 

Développons ces conditions. 

On sait que les éléments de la caractéristique transformée \°' °'\ en 
fonction des éléments de l'ancienne caractéristique 1^ °' sont donnés 
par les formules 



- é". ''« + 5-1 '/i -<- /'i '/i -t- /' 1 ''> -^ *' 
en exprimant les conditions trouvées plus 



i = O, i„ -!- i, -t- i. = 1 






d — ct.d^ + dyd^; 



A„ + A = o, b,+ b = o. 



toutes ces con{|;ruences étant prises selon le mod2. On en tire immédiate- 
ment 

CTo= I. «i=o, a^ — o, <7j=0, 

(/„=-o, rf, = o, d,^o, d,= o,i. 
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De plus, coimne les substitutions doivent appartenir à la classe de celles 
que nous étudions, nous avons 



Cq- Dao, 


d, \)bu 


c,— Daa, 


d,--=\)h,, 


Ci-- do. 


dt ^0» 


C3— ^,, 


(lz~ bi. 



cl, par suite, nous avons, soit 



(I) 



soit 



(II) 



a^^= \ Ox^o flrj^=o «3=1^0 

CqEi^o c, ^ o CjEie i r3==o 
</y ^3 o c(i=^ o 6^j =E o ^/a ^ I 



rtftEI^ 1 ^,^0 «4==0 rta^O 



60^0 ^1^1 b^-.= o ^3^1 



el D quelconque, 



Ca^ o c, =Z o c- EZ2 I 



o 



r/y ^ o d^^o di^= o di^= 1 



et I) pair. 



Remarquons, en outre, que les conditions 

(^/>)„,~-l)(«/>)„^.zi=i, 
(ab)yi-\- {ab)oi —o 

doivent être satisfaites. Or, dans les substitutions (II), la seconde condition 
ne peut être satisfaite. On doit donc rejeter les substitutions de ce type. 

Pour savoir si les conditions trouvées (I) sont suffisantes, il suffit d'exa- 
miner ce que deviennent x, X, pi quand on leur applique une telle substi- 
tution. 

On sait par la théorie de la transformation linéaire que chaque fonction 
& se reproduit, multipliée par un facteur de la forme 






dû' étant un nombre entier dont Texpression générale a été donnée au début 
de cette Partie; 3 une constante commune à toutes les fonctions 2r et que, 
p:ir suite, on peut laisser de côté. 

Kn calculant les facteurs qui s'introduisent, de ce chef, dans les nouvelles 
expressions de x, X, pi, on trouve respectivement, en n'écrivant que le ré- 
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sidu de leur exposant suivant le niodS, 



H- /ttD 



/ttD 



2 

flTo h^ — a, b^ 



'1 



2 

si D est pair, x, X, [x se reproduisent; donc, les conditions (I) caractérisent 

entièrement, dans ce cas, le sous-groupe qui laisse les modules de Richelot 

invariables. 

Si D est impair, pour que x, X, [jl soient invariables, il faut que Ton ait 

en plus 

«5^0, ^,==0 (mod4). 

De plus, ces deux classes de substitutions forment des groupes. 

47. On peut également voir ce que deviennent, par les substitutions du 
groupe, les invariants de la forme binaire du sixième ordre qui intervient 
en dénominateur dans les intégrales de notre système de fonctions hyper- 
elliptiques. On déduit de cette étude trois nouvelles fonctions particulières 
du groupe, qui s'expriment ainsi au moyen de ces invariants. 

Fonctions du groupe en général, 

48. Mais arrivons aux fonctions du groupe, considérées en général, et en 
suivant la méthode de formation indiquée par M. Picard dans son Mémoire 
Sur la théorie des fonctions hyperabéliennes. 

Il sera commode, dans ce qui va suivre, d'avoir à la place des deux demi- 
plans positifs pour Ç et y) deux cercles c et d décrits de l'origine comme 
centre avec des rayons égaux à l'unité, c dans le plan des ^, c' dans le plan 
des Y). A cet effet, effectuons sur toutes nos substitutions la substitution 

suivante 

/ ly H- i 

i ri, -h i 



(T) 



2 yj, — « 

Comme son déterminant est égal à i , les déterminants 

ad — 6c, Iq — mp 
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resteront égaux à i et les conditions Ç">o, y]"> o seront remplacées par 
les suivantes 

^'l' H- ?r - ' < o ^i ^'i* -^ ^? -KO, 

c'est-à-dire que les points $ et yj devront être à Tintérieur des cercles dési- 
gnés par c et c\ 

Les cinq substitutions fondamentales deviennent 



T-'aï= - 



__ (■ i l^-^i 



'\-\^l 



=a 



2 l^ — i 
i i\ -h i 



T-»yT = 






i r\ 

> — — 

2 Y) 

> — — 

2 Y) 



Ï-» T 



X-i g X 



_ / ^ $1^- ' « Y) 



t 



-> - 



_/ ' ^if 



• • 



2 Y) 
/ Yî 



2 ^1 — I 2 YJ 



2 I, — £ 
2 ^, — / 



9' Y),— £ 
^ 2 Y),— I '^ ' 



I 



:-f — . — •> 
2 f , — / 



2 Yîi — I 



2 ^, — I 2 YJi— « 

2 Y)| — I* 2 4i — e" 



où Ton a posé 



/iQ=:a — cy/ï), A = a -h cv/n. 



49. Cela étant, considérons, avec M. Picard, une fonction de deux 
variables 

rationnelle et holomorphe, tant que Ç et y) sont à Tintérieur ou sur la cir- 
conférence des cercles c et c'. 

Formons, pour toutes les substitutions de noire groupe qui sont du 
type (A), l'expression 



H —^ — :;, -7-^^ — :yr c^i-f-^/)-»'«(c'Yî,-f-rr 



i-im 



qui peut s'écrire 



■"/«•'• ^■"'■'i[^] 



m 



Formons de même, pour les substitutions du type (B), l'expression 
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qui peut s'écrire 



"cnre 



H[F(r,.)./(ç.)][iJ^] 



Dans ces expressions, m désigne un nombre entier supérieur à Tunité. 
Faisons la somme de toutes ces expressions pour les substitutions du 
groupe. Nous obtenons une série 

Nous allons montrer qu'elle est absolument convergente pour les valeurs 
de ^, et yj, situées à Tintérieur des cercles c et c\ 

Commen(;ons par remarquer qu'on peut trouver, en vertu des hypo- 
thèses faites sur R($,,r^,), un nombre positif M, tel que Ton ait, quelle 
que soit la substitution (^,, y), ; /, F), 



H[/(;i).F(tî,)]|<M 
et aussi 

^[F(^n),/(4^)]|<M. 



Il en résulte que les modules des termes de la série considérée sont 
respectivement inférieurs à 

M I (c^, + c^)-»'" (c'y), + r/')-*'" I, 

et que, pour établir la convergence de la série considérée, il suffît de 
montrer que la suivante 



^\{cl,-^d)-*'"^{c'ri,-^d')-'^n\-^'^\^^^^^èyr,n(Y^^^^') 



-Im 



est convergente. 

A cet effet, considérons un système de valeurs (^, y)), ^ étant à Tintérieur 
de c, Y) à rintérieur de c'. 

Puisque le groupe est discontinu, on peut considérer, autour de (i, yj), 

un domaine S assez petit pour que tous les domaines transformés de S par 

les substitutions du groupe n'aient aucun point commun entre eux et avec S. 

Posons alors 

.1 = 4, H- «i;,, Yj,=iyj,4-y),, 
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et envisageons l'intégrale quadruple 



ffff'^^^'^ ^r; dr,\ d< 



étendue à chacun de ces domaines transformés de 8. 

La somme de ces intégrales est finie, car ces intégrales sont toutes posi- 
tives comme exprimant des produits d'aires et, en outre, leur somme est 
moindre que le produit des aires des deux cercles c et c'. 

Or, comme chacun des domaines correspond au domaine S par une des 
substitutions du groupe, on peut n'avoir, comme somme de toutes ces inté- 
grales, qu'une intégrale étendue au seul domaine S. On trouve ainsi 



//// j 2t^^(^^t-^^)(^'^'^^')i 



2 [X(yr)i 4- 0) (y'?. + ô')]"' | dlj, dr, dn\ dn] ; 

comme cette intégrale est comprise entre des limites finies, on en conclut 
que la série considérée est convergente pour m^2 et que la convergence 
est absolue. 

50. La fonction 0,, dont nous venons de démontrer l'existence, est holo- 
morphe pour toutes les valeurs des variables Ç, et Y), comprises à l'intérieur 
des cercles c et c\ De plus, si l'on effectue sur les variables ^,, y), une sub- 
stitution quelconque du groupe, chaque terme de la série se change en un 
autre terme de la même série, multiplié par 

ou 

suivant que la substitution opérée est du type (A) ou du type (B). On a 
donc, suivant les cas : 

51. On pourrait craindre que les fonctions 0, fussent identiquement 
nulles. C'est un point que M. Picard a examiné en détail dans le cas ana- 

Fac.de T. — XII. D.II 
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logue des fonctions hyperfuchsienncs (ÀcL math,, l. V) et sa méthode 
s'applique également au cas présent. 

Considérons, en effet, le point Ç, = o, yj, = o et supposons, en premier 
lieu, qu'il n'y ait que la substitution unité qui transforme ce point en lui- 
même. Nous pourrons construire, autour du point (Ç, = o, y), = o), un 
domaine assez petit pour qu'à tout point de ce domaine corresponde des 
points (i'j, ri\ ), tels qu'on ait 

en posant 

^, _ a^i-h b , _ g^Y},4- b' 

comme on a 

on en conclura 

et la série définissant 0, pourra s'écrire 



2 Ï^(?I' ^'.) (y^, + a).», (y'^, + ô')t 



/« 



//l 



car on a une conclusion analogue pour les substitutions du type (B) ; les 2 
de la formule précédente portant sur toutes les substitutions sauf la substi- 
tution unité. Si m est assez grand, l'expression précédente différera peu de 
R(Ç, Y)) et ne sera donc pas identiquement nulle. 

S'il y a N substitutions changeant le point (Ç, =o, y), = o) en lui-même, 
la même conclusion s'impose. On peut, en effet, dans la série, mettre à 
part les termes correspondant à ces substitutions. On obtient 



On a 

dd'\ — i, |.o3'| = i, 



S//I 



et, pour ^, = o. Y], = o, ces termes deviennent 



'*('''«)[2{;^ +2^-50')-] 
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quantité qui pourra toujours être considérée comme non identiquement 
nulle, puisque R(o, o) et m sont arbitraires. 

52. On peut également démontrer que, m étant suffisamment grand, 
on peut toujours trouver deux fonctions 0| et ©j dont le rapport ne soit pas 
constant. 

A cet effet, formons l'expression 

»!(?., •nt)e;(£;,rî;)-e,(r,,r,;)e;(?„rî,), 

(^n ^i)? (^1) ^i) étant deux points arbitraires. 

En supposant, comme tout à l'heure, que le point ($, =o, iQi = o) ne 
soit altéré que par la substitution unité, on voit que (Ç,, Y),), ($', , Y)',) étant 
dans le domaine construit autour de (Ç, = o, y), = o), on a, pour l'expression 
ci-dessus, une valeur peu différente de 

si m est assez grand. Si donc, R, et R', sont arbitraires, cette valeur n'est 
pas identiquement nulle. 

On arrive à la même conclusion, si l'on suppose qu'il y ait N substi- 
tutions conservant le point (Ç| = o, yj, = o). 

Enfin, en examinant de la même manière le déterminant fonctionnel de 
deux fonctions 

on établit que toutes les fonctions F ne sont pas fonctions de Tune d'entre 
elles, si les fonctions rationnelles R sont arbitraires. 

En résumé, nous voyons donc qu'il existe sûrement des fonctions 

invariables par toutes les substitutions du groupe. 11 suffît que 0, et 0', cor- 
respondent à la même valeur du nombre entier m. 

53. Exprimons la fonction 0, au moyen des anciennes variables ? et y). 
Posons 
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la substitution [ii,T]),//(5i), Fy(TQ))] étant une substitution quelconque 
du groupe et du type A. 

On a 

D(/./.Fy) ^ D{/j,Fj) D(oy,a>,) D{t,-n) 

I)U„r),) D(9y,*,) Da,r)) I)(4„-o.)' 
mais 

'""•*"^(-'^-0'(-*'*î)" 

et l'on aura des résultats analogues pour les substitutions du type B. Il en 
résulte que Ton aura 

e,(?„ti,)=:(-?+0*'"(-r) + iy'"e(ç,n), 
où l'on a posé 

0(Ç,y]) est manifestement une fonction delà même nature que 0<(S|, y),) 
c'est-à-dire qui se reproduit, multipliée par -ir^y — r^ > quand on y rem- 
place ^ et Y) respectivement par 9, et $,. 
Comme on a, de plus, 



©(?,-n) = 






l \ «'« 



2''<^"/41if^î] 



m 



/ \ s «I / / "^ '^ '" 



_^+_ _^+_ 



On voit que 0(5, y)) tend vers o quand $ et y) croissent sans limite, car la 
série est convergente, et chaque terme tend vers zéro. 

5î. Ainsi que nous l'avons vu, il y a trois substitutions du groupe lais- 
sant invariable le point à l'infini A du domaine fondamental. Ce sont les 
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substitutions 

(?,Yî;Ç-v/î>,r,-v/l>X 
(^Tn; hol, hn). 

Il en résulte que Ton doit avoir 

e(?H-i,y)-i) =e(|,ro, 

e(?-V^D,rî-v/D) = e(^,Yî), 

Prenant comme variables Ç 4- yj = w, Ç — r] = p, les trois substitutions 
relatives au sommet A deviennent 

( Uy v; au — c y^J) r, — c y/î) m -h at^), 

et les trois équations fonctionnelles correspondantes sont 

0(f/, (^) =:0(w, t^-f. 2), 

Rappelons de plus qu'au sommet A on a 

Ç,, Y), comprises entre des limites finies, 
lim^,=ioo, limy}j=:oo 



et 



^ = Ç comprise entre deux limites finies, comprenant entre elles Tunité. 



Il en résulte que Ton a 

w, et Ti comprises entre des limites finies, 
lim//,= liniYîj(î 4- 1) =oc, 
limcj = Iimyj2(Ç — i) z= 00. 

Le signe de u,^ est toujours le même, mais celui de p.^ P^ut varier 
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Il importe donc de considérer autour du point A trois régions 

1** région î — i> o, 

^^ :— l< — 0, 

>• -o<:-i<o, 

â étant une quantité positive déterminée, aussi petite que Ton veut. 

Si un point variable s'approche du point A, en restant dans la première 
région, t?, finit toujours par demeurer positive; en restant dans la seconde 
région, v^ est toujours négative si Ton est assez voisin de A; et, si le point 
variable est dans la troisième région, r, est soit positive soit négative. 

Posons 

Dans le voisinage du point A et dans la première région, comme la 
partie réelle de ir.v est — r.r^iC^ — i)jy tend dans ces conditions vers zéro 
et l'on en conclut que la fonction holomorphe est développable en série 
convergente suivant les puissances positives de^, c'est-à-dire de e^'= e''^^''^^. 
On a donc 

S„(u) étant une fonction holomorphe en Uj qui satisfait, d'après la seconde 
équation fonctionnelle, à la condition 

e«f//)7=ie«(//-2vT>), 

et comme, au voisinage du point A, le coefficient de u^ a toujours le même 
signe H- I, on en conclut, comme plus haut. 



ilZ 11 7Z mtTZ 
u H M 



On a donc, en définitive, au voisinage du point A, dans la première 
région, un développement de la forme 



• * miTZ » 



i;-t-r,i 



(I) e(;,r.)=2 2 ^■«•"'''^ ' 'e"''^5-r.' 



m ^""11 




v'D ayant sa valeur arithmétique et les coefficients A;„,„ possédant la pro- 
priété que nous allons indiquer. 
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Le terme général de cette série peut s'écrire 



tniiz 



Si nous effectuons, dans ce terme, la troisième substitution relative au 
point A, nous obtenons 

— ( ma — /ir D I « -H / 71 (— me -f- na ) i» 

Si nous écrivons maintenant que la troisième équation fonctionnelle est 
satisfaite, il faut écrire que les coefficients des mêmes puissances de e sont 
égales. Or, prenons le terme d'indices m ci n dans le premier dévelop- 
pement et le terme d'indices m' et n' dans le développement transformé. 
Pour que les puissances de c soient les mêmes, on devra avoir 

m r3 m' a — /l'cD, 
/i =r — m'c -h n'a 

OU 

m' =1 ma -h ncDy 

n' = na 4- me, 

ce qui montre qu'à un terme du second développement ne correspond un 
terme du premier, de même exposant de e que si l'on a entre les indices 
m'j n' les relations 

m'a — n'c 1) > o, — m'c -\- n' a '> o, 

c'est-à-dire 

cl) m' a 

— < — < - . 

a II c 

Comme, d'autre part, à tout terme du premier développement correspond 
un terme dans le second développement, on en conclut que tout coefficient 
A,„ ., dans lequel les indices ne satisfont pas aux inégalités 

c 1) m a 

— < - < - 

a n c 

est nul. 

Comme toute fraction de la forme 

Xcl) -f- ÎJL<7 

X et [JL étant des entiers positifs, est comprise entre — et -> on s'assure 
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qu'il y a une infinité de coefficients A„,,„ non nuls et une infinité de tels 
coefficients nuls et, de plus, que les plus petites valeurs de m et n pour 
lesquelles le coefficient correspondant n'est pas nul, sont 

m = cl) et n^i a\ 

par exemple, si D = 5, on a 

m = 72, n = 161, 

de telle sorte que la série a un facteur qui est, dans ce cas particulier 
de D = 5, 

— r- • X -♦- T^j' -»- 161 1 7: 1$ — r, ) 

e V »> 

Dans la seconde région, des considérations tout à fait identiques nous 
montrent que l'on a le développement analogue, 

(2) e(«.n)=2 ^Kn,ne~^' *''\-"^^^-^\ 







les coefficients h^^^^ jouissant des mêmes propriétés que dans le dévelop- 
pement (i). 

55. Reste la troisième région. Dans sa Théorie des fonctions fuch- 
siennes j M. Poincaré a démontré qu'on pouvait modifier le domaine fon- 
damental R^ de la manière suivante : On en retranche une région So et 
Ton ajoute, par compensation, la transformée Sj,,^ de Sj, par une substitu- 
tion déterminée [z, fp{z)\^ choisie arbitrairement dans le groupe. 

Nous pouvons appliquer ici autour du point A le même procédé, en 
prenant pour S^ la troisième région définie par 

— a<r — Ko, 

et en choisissant la substitution 

de manière que la région S^,^ n'empiète pas sur les deux premières régions 
définies plus haut. 

La région S<,.p est définie par les inégalités 
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OU 

(i-^)(a4-cv/D/ -( a~cv/n)^ ^_ {i-^$)(a^c y/fiy - ( g - ç y/f)/ 

On voit que, si Ton clioisit S assez petit d'une part, et p assez grand 
d'autre part, ^ — i aura dans la région So,p un signe constant, et cette ré- 
gion n'aura aucune partie commune avec les régions utilisées plus haut 

Ç— i>5 et Ç — i<— 3. 
Dans le cas particulier considéré plus haut où D = 5, on a 

(a + c v/ÏÏy riz (q + 4 v/5/''= (Sar ,992. . .)^ 
(a -^c^Dy^z (q — 4v/5)-''= ( 0,008. . .)^ 

car 9 et 4 sont les plus petites solutions de l'équation de Pell 

et l'on a 

a^cv/D=(9-i-4v^5)', a - cy/î) == (9- 4 V^^)'; 

So,p est donc définie par 

(40249)''— I — d (4o249)''< Ç — I < (40^49)''- « + 5 (40249)", 

inégalités qui montrent bien que l'on peut faire pour 8 el p le choix in- 
diqué. 

On aura donc, autour de A, une région où ^ — i gardera un signe con- 
stant et dans laquelle on pourra représenter 0(^, r]) par un développement 
de la forme (i) ou de la forme (2). 

56. Gela étant, considérons deux fonctions 0($, yj), 0'(Ç, y)) corres- 
pondant à deux fonctions rationnelles Ret R' indépendantes l'une de l'autre 
et à un même nombre entier m. 

Nous allons démontrer que, dans le domaine fondamental du groupe, 
elles ne peuvent avoir qu'un nombre fini de racines communes, ne formant 
pas un conlinuum. 

11 ne peut y avoir de doutes sur cette proposition qu'au voisinage du 
point A où les racines pourraient peut-être se condenser en un nombre infini. 

Mais considérons la première région ^ — i > 0. Pour des points ( $, y]) 

Fac. de T. — XH. D.I2 
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situés dans cette région, on a 



e 



le facteur étant le même dans les deux développements, car il ne dépend 
que du nombre entier D. 

Ces fonctions admettent d'abord les racines communes qu'on obtient en 
égalant ce facteur à o. On trouve ainsi le point A. Ce facteur mis de côté, 
comme il ne peut y en avoir d'autres, puisque A^^^, A^^ sont des constantes 
différentes de zéro, les développements en série, contenus entre crochets, ne 
peuvent avoir qu'un nombre fini de racines communes, dans lesquelles ^ et y) 
ontdesvaleursaussi voisines qu'on veutdecellesquicorrespondentau point A. 

Si l'on considère les développements correspondant à la seconde région 
ou à la région transformée de la troisième, les conclusions restent les mêmes. 

57. En répétant, sans y rien changer, un raisonnement fait par M. Picard 
dans sa Théorie des fondions hyperfuchsiennes (^A. M. y t. V, p. lyS), 
on voit que ce nombre fini de racines est indépendant des fonctions ration- 
nelles R et R' et ne dépend que du groupe considéré et du nombre m. 

58. On conclut de là que trois quelconques des fonctions du groupe 
sont liées algébriquement, car les valeurs de deux de ces fonctions étant 
fixées, il en résulte pour la troisième un nombre limité de valeurs. 

On démontre également sans peine qu'on peut exprimer rationnellement 
toutes les fonctions du groupe à l'aide de trois d'entre elles, liées par une 
relation algébrique. Former effectivement de telles relations algébriques, 
même dans les cas les plus particuliers, parait un problème difficile. On 
voit, en effet, que les fonctions que nous considérons, les fonctions dérivées 
des fonctions & par exemple, ne sont fonctions de deux variables que par 
l'intermédiaire du nombre entier D, et Ton conçoit que la présence de cet 
entier rende impossible, d'une manière générale, les éliminations qu'il 
faudrait effectuer pour obtenir la relation algébrique. 

Le théorème qui précède montre, en outre, l'importance de l'étude de 
quelques fonctions particulières du groupe, puisqu'à l'aide d'entre elles, 
on peut exprimer toutes les autres. 
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PROPRIÉTÉS THERMIQUES DES FLUIDES SATURÉS, 

PAR M. E. MATHIAS, 

Professeur à la Faculté des Sciences de l'Université de Toulouse. 



I . Détente adiabatique des vapeurs saturées, — Soit un poids, égal 
à i6% d'une vapeur saturée séclie; à la température absolue G = :x73 4- /, 
le volume est v et le titre x = i — e. La théorie montre (*) que, pour une 
variation dv du volume, la variation adiabatique dx du titre est donnée 
par 



(0 



dv , L du' 

dx m du 



ni étant la chaleur spécifique de la vapeur saturée à 6*^, L la chaleur de 
vaporisation, u' et u les volumes spécifiques de la vapeur saturée et du 
liquide saturé à la même température. 

Pour les températures extérieures aux points d'inversion de m', (m' < o), 
le signe du second membre de Téquation (i) n'est pas apparent, celui-ci 
se présentant sous la forme d'une différence. Les expériences calorimé- 
triques que j'ai faites sur l'acide sulfureux permettent, au moins pour ce 
corps, de lever l'incertitude, comme le montre ce Tableau : 



r. m'. 

o — 6,4io 

I o — o , 390 

jlo —0,357 

3o — o,33o 

40 — o,3oo 

5o — o ,270 



t'-w. 


L du' 
m' db 


dx 


2'20 , 05 


-f 1967,5 


1747, 4:> 


l52,'20 


-M 294,1 


-1141,9 


ioG,u3 


-^ 907,3 


— 801 , 1 


75, 3i 


-h 638,2 


562,9 


54,20 


-+- 443,5 


- 389,3 


40,90 


-h 3i3,4 


272,5 



(*) Voir LippHANN, Thermodynamique, p. 174. 
Fac, de T, — XII. 
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m' . 



(\o 

70 

«o , 

90 

i" point d'inversion 

100 

1 10 

•>," point d'inversion 

1 20 

i3o 

I io 

>i5 

1 Go 



— 0,205 

— o,i65 
—0,095 
o 

-HO, 027 
4-0,062 

O 
— 0,078 

— O , 3 06 
— 0,620 

—0,848 

— 1 ,253 



M — u. 

3i ,3o 

^4,95 
ï9,95 
15,67 

» 
12,19 
9,40 

u 

7,11 

5,21 

3,49 
^,69 

1,9^ 



L du' 

m' ~db ' 

+- 237,5 
182,9 

176, i 
239,5 
±00 

— 637,2 

— 207,3 
oc 



dv 
dx 

206,2 
i58,o 

i56,4 

223,8 



I 22 , I 

23,4 
8,38 

4 1^8 
2 , 62 



oc 

649, o 
216,7 

±oc 

Il 5,0 

18,2 

4,89 

2,19 

0,66 



Si 1 on porte en abscisses les températures et en ordonnées les valeurs 
de -.-, on obtient la courbe figurée ci-après (/ig* i). 

Fi g. I. 




De Texanien du Tableau et de la courbe résultent les conséquences 
suivantes : 

i" Aux ientpéralures inférieures au premier point d'inversion, -7- 

reste toujours négatif mais passe par un maximum vers 76", la varia- 
lion dx du titre étant alors la plus grande possible pour une même varia- 
lion rfr du volume. 
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Pour les températures décroissantes fort éloignées du premier point 
d'inversion, comme pour les températures croissantes qui en sont très 
voisines, la variation du titre tend vers zéro pour une même variation ch 
du volume. 

2" Aux températures supérieures au deuxième point d'inversion^ -j-. 

reste toujours négatif comme m' ^ mais tend vers zéro lorsque la tempéra- 
ture tend vers sa valeur critique. Dans une grande partie de Tintervalle 
compris entre le second point d'inversion et la température critique, la va- 
leur absolue de -j- reste très petite, un petit accroissement de volume pro- 
duisant une condensation très abondante de la vapeur. 

Visiblement, la courbe -^ z=zf(^()) admet, au point critique, une tan- 
gente très voisine de l'axe des abscisses. 

Ainsi, conformément aux conclusions de Clausius (*), -,- est toujours 

du signe de m\ Il s'ensuit que -jl(^)^ qui est égal à 



m'/ , L du'\ 



est toujours négatif et que la détente adiabatique d'une vapeur saturée 
produit toujours un abaissement de température. 

2. Chaleur spécifique y à volume constant y des fluides saturés, — La 
théorie des propriétés thermiques des fluides saturés ne peut être faite 
qu'à la faveur d'une hypothèse sur une chaleur spécifique C*). Celle de 
M. Raveau, qui conduit à des conséquences que j'ai vérifiées, suppose que 
la chaleur spécifique, à volume constant^ des fluides saturés reste finie 
même a la température critique. Mes expériences sur l'acide sulfureux 
permettent de démontrer directement l'exactitude de celte hypothèse qui 
est d'accord avec la construction géométrique de Dahlander (Journ. dr 
Phys., [2], t. VIII, p. 323; 1889). 



( •) Voir CiAUSius, Théorie mécanique de la chaleur, p. 172. Trad. Folie et Roiikar. 

(*) Voir LippMANX, /oc. cit., p. 175. 

(3) On a supposé successivement que la chaleur spécifique du liquide saturé (Mathias). 
puis que la chaleur spécifique à pression constante (Duhein), puis que la chaleur spécifique; 
à volume constant (Raveau, Duhem, L. \atanson) restait finie à la température critique. 
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La quantité de chaleur qu'il faut fournir à i^"^ d'un mélange de liquide et 

de vapeur saturée de titre x, pour une transformation infiniment petite, 

est, en appelant Cj. la chaleur spécifique à volume constant et / la chaleur 

latente de dilatation, 

dQ:=Cj,dQ^ldv. 

Soient c^ et c^ ce que devient Cg. quand, dans son expression, on fait suc- 
cessivement xv= o et a? = I . On a 



('>') 



Cx=z J7C, -+- {l — Jc)Co=^ d^ (Ci— Co) -h Co, 



équation facile à interpréter. Si Cq et c, restent finis toujours, il en sera de 
même de Cj.. Les Tableaux suivants et les courbes qui suivent donnent les 
valeurs de c^ et de c^, pour Tacide sulfureux, calculées par les formules 



(3) 



Cq^z m — l 



du 

de' 



Ci=i m' — / 



du' 

de' 



l — 



u — u 



m désignant la chaleur spécifique du liquide saturé à 0**. 



Calcul des valeurs de Co- 



/". 



m. 



o Cal 

O -I-O 

lO o 

20 o 

'Jo o 

.jO o 

>o o 

60 o 

70 o 

«0 o 

yo o 

luo o 

110 o 

I 20 o 

i3() o 

I |0 o 

I |î o 

I 'JO o 

i5.2 o 

I î4 -M 



3i7 

3195 

33o 
338 

347 
359 

372 
387 
4o3 
4 'A?. 
44-'. 
470 
5io 
6>.o 
720 
872 
980 
33') 



.du 

'm' 

Cal 
-hOjOOof» 

O , 0008 

0,0012 
0,0016 
0,0024 

o,oo34 

0,0046 

0,0059 

0,0080 

0,01 i3 

o,oi5S 

0,0228 

0,0359 

0,0637 

0,137 

o , 20 1 

0,370 

0.49» 
-4-0,776 



Cal 
o,3i6 

0,319 

o,323 

0,328 

o,336 

0,344 
0,354 
o,366 
«,379 
0,392 
o , 406 

0,419 
0,434 

0,446 

o,483 

0,519 

0,502 

0,490 
0,569 
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Calcul des valeurs de C\. 

Cal Cal Cal 

o — o,4io — 3,666 -h3,256 

lo — 0,390 3, 3 16 '>-,9'^'6 

:>.o -0,357 3,049 ^,692 

3o — o,33o ^,796 A, 466 

io — o,3oo 2,447 ^)i47 

5o —0,270 •>-,o^» »>799 

60 0,235 1,785 1 ,55o 

70 — o,2o5 1 ,5o3 1,^98 

Ho — o,i65 1,459 1,294 

90 —0,095 1,449 '»354 

100 -ho,025 1,4*1 1,438 

iio H-o,o62 1,367 1,429 

120 — 0,078 1,339 1,261 

i3o — o,3o6 1,378 1,072 

1 40 — o , 620 1 , 489 o , 869 

145 —0,848 1,538 0,690 

i5o — 1,253 1,677 0,424 

i52 —1,650 — 1,7^9 H-o,io9 

Aux températures inférieures à i5o**, -^ ^^ "^ ^^^^ généralement cal- 
culés au moyen des formules 

«O-j-io— «6-10 ,, "Oh-io— ^'é-io 

cl • 

20 20 



Au voisinage immédiat de la température critique, on a employé les 

formules 

<l!i__}_dà du^_ i_d^ 

dO ~ a» ^9 ' de ~ a'* dQ ' 



les densités S et ô' étant données au moyen des formules empiriques que 
j'ai fait connaître, dans un Mémoire antérieur, et qui satisfont à la loi des 

états correspondants; m, m' et / = , __ sont tirés de mes expériences 

calorimétriques sur Tacide sulfureux. 

L'examen du premier Tableau montre que la chaleur spécifique à vo- 
lume constant Cq reste longtemps fort peu différente de la chaleur spéci- 
fique m du liquide saturé ; elle est positive et plus petite que m et va con- 
stamment en croissant jusqu'à la température critique. 

Les valeurs un peu irrégulières observées à i5o® et i52** sont dues très 
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probablement à ce que le terme /-^ est un produit dont les deux. facteurs 

sont mal connus au voisinage immédiat du point critique. 

Le second Tableau montre que la cbaleur spécifique c, est toujours 
positive comme c^, mais prend aux basses tempéralures des valeurs très 
élevées qui décroissent d\abord régulièrement lorsque la température 
s'élève. Vers •;')", c, passe par un minimum voisin de i*'^',25o suivi, vers 
I io°, d'un maximum égal à i'^\/\^ environ. A partir de ce maximum, c^ 
décroît constamment jusqu'à la température critique. 

Les valeurs relatives à i jo*^ et i jq"" ne sont rapportées sur le deuxième 
Tableau que pour constater (pie, malgré Tincertitude des termes de la dif- 
férence qui donne c,, on trouve encore une diflérence positive. 

En résumé, on voit donc que c^ et c, reslent toujours finis el posi- 

Remarques théoriques sur c^ et c^, — De la relation classique 

ôc _ ^ à^p 
i^r "^ Ë âô^ 

on tire immédiatement, en passant de Fétat de vapeur saturée à celui du 
liquide saturé : 

(4) c,-co=\0(u'--u)'^'^' 



ctO' 



A la température critique, u' = w, donc c, = Cq. 

c, et Co tendent Ders une limite commune au point critique. 

Le seul facteur du deuxième membre de ('J) (jui serait, comme u' — u^ 



(*) I2n d'autres termes, lorsqu'on élè>e de i" la température de l'^'^de liquide saturé ou 
de vapeur saturée de manière que la saturation persiste, Co et Cy mesurent le fraisait inté- 
rieur^ qui est toujours positif, tandis que t —jr- ou t —,,- mesurent le travait extérieur de 

dilatation ou de contraction. 

Pour la vapeur saturée, extérieurement aux points d'inversion de ni\ le travail intérieur 
est légèrement inférieur à la valeur absolue du travail extérieur qui est alors négatif; le 
<'nntrairc se produit entre les deux points d'inversion. Aux points d'inversion, les «leux 
travaux sont égaux et de signes contraires. Tout à fait au voisinage du point critique, le 
travail intérieur n'est plus que la moitié ou le tiers du travail extérieur. 

l'our le li(|uide saturé, le travail intérieur est presque toujours très grand par rapport au 
travail extérieur de dilatation et ce n'est qu'au voisinage du point critique que le travail 
extérieur de\ient comparable au travail intérieur. 
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susceptible de s'annuler est -tJ^- Or, jusqu'ici, les expérimentateurs qui ont 

déterminé les pressions de vapeur saturée des différents corps n'ont jamais 
signalé de point d'inflexion dans la courbe des pressions, rapportée à la 
température. 

Dans les expériences si précises de M. Sydney Young ('), faites sur des 

corps très purs (pentane normal, isopentane, liexane normal), -j^ est tou- 
jours croissant en même temps que la température, môme au voisinage le 
plus immédiat du point critique. Donc -j^ est toujours positif. 

Il en est de même dans les expériences de M. Amagat (^) sur l'acide 
carbonique, bien que les points représentatifs des pressions relatives à 3o*- 
;îo*^,5-3i° et 3i",3j soient rigoureusement en ligne droite, ce qui fait sup- 
poser la proximité d'un point d'inflexion, si l'on imagine la courbe des 
pressions se continuant au delà de la température critique. 

On en doit donc conclure que les courbes c, =/((}) et Co = 9(0) n'ont 
d'autre point commun que leur point de rencontre à la température cri- 
tique. Par suite, au-dessous de cette température on a toujours c, > Cq et, 
si l'on se reporte à l'équation (2), on verra que, à tempéraiure constante y 
Cj; est une fonction croissante de x. 

Comment se fait le raccordement de c, et de c^ à la température critique? 

Pour le voir, dérivons par rapport à les deux membres de l'équa- 
tion (4) : il vient alors 



r/c, dco 
'dô^'d^ 



-A(«-./)(^^4-0^j-hA0^ dÔ 



A la température critique u' — w = o, -tq = — ^) ^ = 4- x, d'où 

(a) |,m__l,m^5=-cc. 

La différence des coefficients angulaires des courbes étant infinie à la 
température critique, il s'ensuit qu'un, au moins, des coefficients angu- 
laires est infini. Donc, l'une au moins des courbes admet alors une tangente 



O) S. YouxG, Proc. of the Phys. Soc. 0/ London^ Session 1894-9^ et Trans. 0/ thc 
Chenx. Soc^ 1895. 
(') Amagat, Journal de Physique, [3], t. I, p. 297; 189!*. 
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parallèle à l'axe des ordonnées; mais l'équation (5) ne dit pas laquelle. 
Tout ce que l'on connaît du parallélisme étroit des propriétés du liquide 
saturé et de la vapeur saturée autorise à penser que les deux courbes 
t, = /'(0), 6'(j=9(0) se raccordent toutes deux suivant une tangente 
commune parallèle à l'axe des ordonnées, et à considérer comme impossible 
l'existence à la température critique d'un point anguleux formé par une 
tangente parallèle à l'axe des ordonnées avec une tangente oblique à 
cet axe. 

Pour préciser la position des courbes par rapport à la tangente commune, 

je remarque que, et -^ étant toujours finis, au voisinage de la température 

critique, le second membre de l'équation (4), et par suite c^ — Cq, est Ai\ 
Tordre de u' — u. Traçons, dans le plan des /?p, la partie de la courbe d<* 
saturation qui est voisine de son sommet C. 

Si AB = ;/'— u est infiniment petit du premier ordre (voir fig, :>.), 



Fig. 2. 



, K/ 
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1 






\B 


'Y-. 


Îl'' 


D 
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^ i» " 
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• 











fin 

CD = dp est du second ordre, ainsi que rfô, puisque ^ est toujours fini. 

Donc, à une distance de la température critique infiniment petite du 
second ordre j c^ — c^ est infiniment petit du premier ordre. 

Il s'ensuit que les courbes qui se raccordent sont de part et d'autre de 
leur point de jonction et non du même côté, sans quoi on aurait un point 
de rebroussement du second genre et c, — Cq serait du second ordre (') 

comme t/0 et dp. Donc, \\vcl-^ = -f- qo et \\xvi-^ = — oo, ce qui satisfait à 
Téquation (5). 



(*) Pour que celte démonstration soit valable, il faut supposer que les courbes ci=y(0) 
et Co= ç(0) ont, à la température critique, un contact du même ordre avec leur tangente 
commune, ce qui doit être en vertu du parallélisme de propriétés rappelé plus haut. 
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Vérification expérimentale des remarques précédentes. — Les limites 
vers lesquelles tendent séparément c, et c^, à la température critique, sont 
finies; c'est un fait expérimental qui ressort des Tableaux des pages 4 et 5. 
Sous ce rapport, V hypothèse fondamentale de la théorie de M. Raveau 
est absolument justifiée. 

Comme c© est positif et va constamment en croissant quand la tempéra- 
ture s'élève, sa limite est forcément positive et paraît être peu éloignée de 
o*^*\7 {voirai. 4). 

D'autre part, c^ peut s'écrire 



c, = 



L du' m' f , L du'\ 

u — u ad u' — u\ m au ) 

On a vu, au commencement de ce travail, que la parenthèse précédente 
est toujours du signe de m' \ c, est donc essentiellement positif, et sa limite 
ne peut être que positive ou nulle. D'après le Tableau de la page 5, cette li- 
mite semblerait être peu différente de zéro, en tout cas distincte de la limite 
de Cq. Cette contradiction formelle avec la théorie tient évidemment à ce 
que les données qui entrent dans le calcul de c^ et c, sont un peu incertaines 
près du point critique. 

La régularité de la variation de c^ et la précision avec laquelle on peut 
toujours mesurer m portent à penser que la loi de variation de Co est très 
voisine d'être exacte. La mesure moins précise de m', qui correspond à des 
poids de matière beaucoup plus faibles que /;«, concorde avec la valeur 
erronée de sa limite. Or l'inexactitude de m! doit se reporter sur la chaleur 
de vaporisation L que l'on en déduit en vertu de l'équation 

(6) m'=ni^e^^^. 

La comparaison des valeurs de L trouvées ainsi et parla formule de Cla- 
peyron pourra nous renseigner sur L d'abord, puis sur m'. La difficulté 
d'une telle comparaison aux températures peu éloignées de la température 
critique réside dans l'incertitude où l'on est d'une loi exacte de variation de 
p avec la température, les nombres trouvés par Sajotchewski paraissant 
un peu trop grands. 

Dans ces conditions, j'ai préféré avoir recours à la formule (b) donnée 

Fac. de T. — XII. E.2 
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par M. J. Bertrand (') 

qui représente assez bien les expériences de Regnault en se rapprochant 
beaucoup de celles de Sajotchewski. Soit donc L^ la chaleur de vaporisa- 
tion calculée par la formule de Clapeyron en se servant de pi,; on a 

U-=:\e{it'- II) ^^^_ p — \p(u'- ")^^3^ ='•. 5^ry' 

/', étant la chaleur latente externe telle que je Tai donnée dans un travail 
antérieur (-); on comparera ainsi L^ à la somme p h- r, = X, : 

t. p. r^. p -4- r, = X,, L,, 

Il cal rai cal rai 

i53,r) i2,7'>. '^1^7 *^j<^9 10,08 

143,43 i>.6,8o 4»i9 3o,99 '^'9»»8 

i32,3 38,-6 5,9() 44,7'^ i^,7-*' 

ii6,3) 15,83 7,36 53, 19 54,70 

A part la valeur de X, relative à i53**,G, que Ton sait être un peu faible, 
on voit que dans un intervalle de 3o'* ou 35^* au-dessous de la température 
critique, l'expérience a donné des valeurs légèrement par excès de la cha- 
leur de vaporisation, tandis qu'au delà les valeurs deX, sont par défaut ('). 

Cela prouve qu'au voisinage de la température critique -tq est trop grand 

en valeur absolue; par conséquent, en vertu de l'équation (G), m' est aussi 
trop grand en valeur absolue. Dès lors, on comprend très bien pourquoi, 

dans mes expériences, le rapport — > au lieu de tendre vers — i à la tempé- 
rature critique, paraît tendre vers une limite plus grande en valeur absolue. 
De plus, si m' est nettement trop petit algébriquement, on voit pourquoi 
r, a des valeurs trop faibles au voisinage immédiat du point critique. 



(») J. Bertrand, Thermodynamique, p. 176. 

(') E. iMathias, Annales de la Fac. des Se. de Toulouse pour 1896, p. 43. — Par suite 
d'une erreur de virgule, la valeur de ri pour i53", 6 est 'i^V^T cl non o'^"',24» comme cela 
est indique sur le Mémoire cité. 

(') Au\ températures voisines de 65*, L^ donne, comme je m'en suis assuré directement, 
des valeurs supérieures de plusieurs unités à celles que donnent les nombres de Regnault 
introduits dans la formule de Clapeyron; il est donc illusoire de vouloir comparer X| et L/, 
aux basses températures. 
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Sous le bénéfice de ces remarques, on peut dire qu'il n'y a pas contradic- 
tion entre la théorie et l'expérience. 

3. Propriétés des courbes de titre constant. — Les courbes Ci=/(())^ 
Cq = ç(0) sont des courbes de litre constant, ceux-ci ayant pour valeurs i 
et o. Quelle serait la forme de la courbe correspondant au titre constant .r, 
c'est-à-dire de la courbe c^=: v[;(0)? 

L'équation (2) montre que cette courbe est tout entière comprise entre 
celles des titres o et i. Si l'on dérive par rapport à les deux membres de 
cette équation, il vient 

D'où l'on voit immédiatement que, pour une valeur ^xe de 0, les tan- 
gentes à toutes les courbes de titre constant sont concourantes. 

Etant données les deux courbes Ct=/{(i) et Co = 9(6), on construira 
donc aisément celle qui correspond à un titre constant donné. 

A la température critique, la construction de la tangente indiquée ci- 

dessus devient illusoire, car -—- a une valeur moyenne entre -i^- dont la li- 

dc . . 

mite est h- oo et -^ dont la limite est — oo. Or il ne peut y avoir qu'w/ic 

de . ' 

seule valeur de x pour laquelle la limite de -^ soit finie ( * ) ; pour les valeurs 

de 
de X plus grandes que celle-là, la limite de -tk sera ■+- 00; pour les valeurs 

de X plus petites, la limite sera — oo. 

Ainsi toutes les courbes de titre constant ont, à la température critique, la 
même tangente commune parallèle à l'axe des ordonnées, sauf une qui 
rencontre cette tangente sous un angle fini. Par analogie avec ce qui se passe 
pour la courbe de saturation dans le plan des />^, il est permis de supposer 
que c'est la courbe de titre o,5, pour laquelle 



^0,5 — 



a 



qui, à la température critique, rencontre toutes les autres sous un angle 



(1) II n'est pas démontré mathématiqueTnent que celte valeur de x existe; cependant je 
Tadmettrai. 
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fini. Les équations (3) donnent, par addition, 

Co-f- c^— m -H m'— i -j^ = (m -h m') — l-f^ 

Or rexpéricnce montre que la limite — ^^ — — est finie; d'autre part, -—■ 

est toujours fini; la limite de c^ -f- Cq étant 2a, il s'ensuit que la limite de 
m -h m' est également finie. 

Soit un mélange de liquide et de vapeur de poids i et de titre x que 
Ton échauffe en maintenant la saturation; sa chaleur spécifique à titre 
constant [x^ est de la forme 

Pour le titre constant x^ la variation de a^ en fonction de donne une 
courbe comprise entre celle de Fn = F(0) et celle de m'= $(0) (*). Les 
langentes à toutes les courbes [x^= ^(0), pour une même imleuv de 0, 
sont concourantes, car on a 

cliXj. dm' , , dm 

\a\ limite de -^ étant — oc, celle de -^^ étant H- oc, la limite de -~ sera 

ai «7 «7 

± 00 suivant les cas. On pourra donc répéter ici, mot pour mot, ce qui a été 
dit à la page précédente pour c^, à savoir : il est extrêmement probable qu'il 
existe une valeur x du titre pour laquelle la courbe [x^= ^(0) admet, à la 
température critique, une tangente non parallèle à Taxe des ordonnées. II 
faut, pour cela, que la. valeur limite de tx^ soit finie, puisque les courbes de 
titre constant ne peuvent couper les courbes extrêmes ; comme la courbe de 

titre o,5 a précisément une valeur limite finie > il s'ensuit que ce ne 

peut être qu'elle qui admette, à loG", une tangente oblique à la direction 
de Taxe des ordonnées. 

4 . Remarques sur les adiabatiques tracées dans le plan des pv à l^ in- 
térieur de la courbe de saturation. — Reprenons le mélange de titre x et 
de poids i; une transformation adiabatique infiniment petite sera donnée 

(') Voir E. Mathias, Sur V étude calorimétrique complète des liquides saturés (Ann. 
de la Fac. des Se. de Toulouse, t. X, p. 4n 1896). 
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par l'équation 



c^dB -h Idv z=z o. 



Le corps de transformation restant toujours saturé, p est fonction de 0, mais 
non de x. On a donc dd = -r- dp^ et Téquation différentielle d'une adiaba- 
tique, dans le plan des /?p, est donnée par 

Cx -f- dp -h i dv z=i o. 

Son coefficient angulaire, au point (/>, p), est donc 



(6) 



di^ 



1^ 
dB 



Comme /, -^ et c^ sont essentiellement positifs, on voit que le coefficient 

angulaire est toujours négatif, la pression diminuant toujours quand le vo- 
lume augmente. 

Au point critique, /, -^ et c^ sont finis; donc Vadiabatique qui passe 

par le sommet de la courbe de saturation coupe celle-ci sous un angle 
fini. Elle ne peut être tangente à la courbe de saturation, car la limite de 

Fig. 3. 




c^ est finie, et elle ne peut pas la couper orthogonalement, parce que la 
limite de Cg. n'est pas nulle. On peut retrouver ces deux résultats à Taide 
des considérations suivantes qui utilisent la méthode de réduction à 
l'absurde. 

i*^ Soit la courbe de saturation dans le plan des pv ; supposons que l'adia- 
balique CK passant par le sommet C soit tangente en ce point à la courbe 
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de saturation; soit risothermc AB voisine du sommet C; si Ton considère 
AB — w' — w comme étant un infiniment petit du premier ordre, CD = dp 

est du second ordre, ainsi que rfO (puisque -^ est fini j. KB est au moins 

du second ordre, donc Taire curviligne CKB est au moins du quatrième 
ordre. 

Appliquons le principe de Téquivalence au cycle CKB supposé parcouru 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre; si / est la chaleur latente de 
dilatation ou chaleur fournie par unité de longueur tout le long de Tiso- 
iherme AB, on a, en remarquant que CK ne fournit rien et en négligeante 
quatrième ordre devant le second. 

Le produit /BK est du second ordre comme rfO; il s'ensuivrait donc que 
m' est négatif, mais a une limite finie (*) à la température critique, ce qui 
est formellement contraire à mes expériences. L'adiabatique passant parle 
point C n'est donc pas tangente à la courbe de saturation, et la limite de Cj. 
n'est pas infinie. 

1^ Supposons maintenant que la limite a de Co, c,, c^ soit nulle. Alors 
l'adiabatique CK est tangente à l'ordonnée CD. 

L'équation (4) montre alors que c^ — Ce est de l'ordre de («' — «), c'est- 



Fig. 4. 




XJ 



à-dire du premier ordre; donc, tout le long de l'isotherme AB, définie 
comme dans la fig. 4» <^x est du premier ordre. 

Appliquons le principe de l'équivalence au cycle infiniment petit DCK, 



(*) L'application du principe de réquivalence au cycle AGK montre, au contraire, que la 
limite de m' est positive et infinie; ainsi, dans ce cas, l'une des limites serait finie et l'autre 
infinie, ce qui est une invraisemblance. 
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et supposons d'abord que CD soit une tangente ordinaire àTadiabalique CK 
au point C. Comme CD est du second ordre, DK est du quatrième ordre; 
on a donc, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au qua- 
trième, et en désignant par / la chaleur latente de dilatation le long de AB, 



(7) 



c^dQ — lï)Yi — o, 



dp ^ 



Cette équation est impossible, car le premier terme c^rfO est du troi- 
sième ordre, tandis que le second est du quatrième. 

Si l'on suppose que le contact de l'adiabatique CK et de l'ordonnée CD 
est d'ordre supérieur (*), l'impossibilité de l'équation (7) est plus grande 
encore, si l'on peut s'exprimer ainsi, car /DK est alors du sixième ordre et 
ne peut être égal à c^^rfO qui est du troisième ordre. 

L'adiabatique passant par le sommet de la courbe de saturation ne la 
coupe donc pas orthogonalement, et la limite a ne peut être nulle. 

L'adiabatique CK coupant obliquement la courbe de saturation, on re- 
trouve géométriquement les résultats trouvés déjà par une autre voie. La 

Fig. 5. 




considération du triangle rectangle infiniment petit CDK redonne la rela- 
tion (6). L'application du principe de l'équivalence aux cycles ACK, BCK 

{fig- 5) donne 

m dO — /AK, m' d^ — - /KB. 

Comme AK et BK sont du premier ordre, 

limm =i-h oc, ]imm'=: — oc. 



d'^p 
( 1 ) Si l'on calcule le -7-^ de Tadiabatique) on constate que cette expression n'est pas nulle 

au point critique. 
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On a, de plus, 



E. 
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m 
m' 


AK 
BK 



L'expérience montrant que le lieu des milieux des cordes AB est une droite 
passant par G, on en déduit 



d'où 



,. AK 



hm — , ==— I. 
m' 



C'est la théorie de M. Raveau (*) un peu simplifiée et affranchie des objec- 
tions qu'on pouvait lui faire. 

Lors donc qu'on aura à chercher la limite, à la température critique, 
d'une expression dans laquelle interviennent les coefficients thermiques des 
fluides saturés, il pourra être très commode de considérer, avec M. Raveau, 
la/^>-. 5. 

Cherchons, à titre d'exemple, la limite, à la température critique, do 

l'expression 

h du' . , . / / du'\ 

W — U : -77- = (//'— W)( I -— - . 

m! d^ ^ '\ m' dO ) 

hn.fig. 5 donne 
d'où 



Or 



d'où 



m' M — - 


-/KB; 


l 
m' 


<i9 
KB 


BD-- 


-du'; 


/ du' 


DB 



et 



m' de ^ KB 

_±du'_ DB DK 

' m' de ~' KB " KB' 

"-"-^^^-^^kb^-^^kb'^*"^'^' 

L'expression considérée a donc pour limite o, puisque AB et rf/? tendent 
séparément vers o; de plus, elle est négative. 

Le coefficient angulaire de \^fig, i au voisinage du point critique est 



(î) G. RwEAU, Journal de Physique j 3' série, t. I, p. .»6i; i89>,. 
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donc 

\ .^ dp dp AB ^ 

Ce coefficient angulaire est positif et tend vers une limite finie, puisque les 
trois facteurs qui le composent sont finis séparément. 11 serait inutile de 
multiplier les exemples. Je signalerai seulement la commodité, quand on 
étudie l'intersection de la courbe de satifration avec une adiabatique inté- 
Heure, de la considération du cycle triangulaire infiniment petit formé d'un 
élément d'adiabatique, d'un élément d'isotherme horizontale et d'un élé- 
ment de la courbe de saturation. On reconnaît aisément qu'une adiaba- 
tique intérieure peut être tangente à la branche de droite (vapeur saturée) 
de la courbe de saturation (aux points où ni = o), tandis qu'elle peut être 
normale à la branche de gauche (côté du liquide saturé). Il en est ainsi 
aux points où la quantité de chaleur fournie par unité de longueur le 
long de la courbe de saturation^ projetée sur V isotherme intérieure j est 
égale à la quantité de chaleur fournie par unité de longueur à V iso- 
therme. 
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SUR LE PROBLÈME DE CAUCHY 



POUR LES 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



DU PREMIER ORDRE 



A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES, 



Par m. Etienne DELASSUS, 

Chargé de Cours à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Je me propose ici de comparer les diverses méthodes employées pour 
traiter le problème de Cauchy et de montrer qu'on ne doit pas les consi- 
dérer comme distinctes, mais simplement comme des interprétations diffé- 
rentes d'un même système de formules. En particulier, nous verrons que 
l'intégrale à point singulier de M. Darboux s'introduit nécessairement 
dans la question, de sorte qu'en traitant le problème à la façon ordinaire 
on passe, en quelque sorte inconsciemment, par son intermédiaire. 

1. Je commencerai par m'occuper d'une propriété relative aux enve- 
loppes et, bien que cela ne soit pas nécessaire pour ce qui suivra, je la pré- 
senterai sous sa forme la plus générale et indépendamment de la théorie 
des équations aux dérivées partielles. 

Soit une surface fixe S à chaque point M de laquelle correspond dans 
l'espace une surface ex. Ces surfaces a à deux paramètres peuvent avoir une 
enveloppe; désignons-la par L. Supposons, de plus, qu'à chaque point P de 
l'espace corresponde une courbe C sur S; il y correspondra par là 
même une surface Sp enveloppe de ex quand M décrit C. 

Faisons alors décrire à P une courbe F; la courbe C se déplaçant sur S 
aura une enveloppe y. 
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IJ enveloppe de £p, lorsque P décrit F, se compose de la surface S et 
de la surface S', enveloppe de o", quand M décrit y. 

Cette propriété pourrait s'établir par des considérations de Géométrie 
infinitésimale, mais je m'attacherai uniquement au calcul et, pour simpli- 
fier le langage, je désignerai par A et par B ces deux problèmes qui con- 
duisent à la même surface S'. 

Désignons par x'y y\ z les coordonnées de P et par Ç, r\ les coordonnées 
curvilignes d'un point M de S, la surface z sera 

et la courbe C 
Soit une courbe F 

et désignons par 

W(£, Y), 0=0, 

ce que devient U = o quand on y remplace x', y\ z' en fonction de /. 
Cherchons d'abord à résoudre le problème B. 
On obtiendra y en éliminant / entre les deux équations 

Pour avoir l'enveloppe de ex quand Ç, r\ décrit y, on peut considérer a 
comme dépendant de deux paramètres Ç, y) liés par Téquation de y ou 
comme dépendant de trois paramètres Ç, y), / liés par les deux relations (y). 
On aura donc 2' en éliminant 5, y], / entre les quatre équations 

àt J)(ç, rî, 

la dernière équation se réduit à 

c?'W D(V, W) _ 

Or — T-j- n'est pas toujours nul sans quoi les trois paramètres seraient liés 
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par trois relations, de sorte qu'on obtiendra S' en éliminant ^, vj, t entre 

p V w <^W D (V, W) 

E V = o, W = o. ^=o, -»-(|-;^=o. 

Cherchons maintenant à interpréter autrement les équations E. Pour 
abréger, nous poserons 

D(V>W) _ 1)(V, A) _ D(W,A) _ 

r)(|,n) -^' \}{lr^) ~^' D($,-n) -''• 

Pour éliminer ^, y), / entre les équations 

\r=0, W=0, A=:0, — r=0, 

supposons que de deux des trois premières, on tire Ç et y] et qu'on porte dans 
les deux autres entre lesquelles il suffira alors d'éliminer/. Nous devons na- 
turellement supposer, puisque A = o, que l'un des deux déterminants A' et 
A" n'est pas nul. La surface résultant de l'élimination de Ç, r\ entre les trois 
premières est, d'après la théorie des enveloppes, l'enveloppe de a quand ^, 

r^ vérifient la relation 

W=:o, 

c'est-à-dire quand M décrit la courbe C relative au point P de la courbe F. 
C'est donc Sp. 

Pour avoir l'enveloppe de 2p, nous pouvons prendre, par exemple, pour 
équation de cette surface l'équation V = o où Ç et y] seraient les valeurs 
tirées de W = o et A = o. 

11 faudra donc éliminer / entre 

ô\ dl d\ On 
' <)z dt an ât 



^ et ^ étant donnés par 



dW â^ â\\ dn dW 

-h -rr = o, 



â^ dt dxi ât ât 
ôl ôt '^ dfi ôt '^ Ot ^ ^' 

finalement, il faudra donc éliminer Ç, y], /entre 

V w A D(V, W, A) 
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la dernière équation se réduit, en vertu des autres à 
Supposons qu'on parte alors des quatre équations 

V=0, W=rO, A=:0, A'=0, 

on aura, par hypothèse, 

AVo, 

de sorte que les deux équations 

dW dV dW dV __ 
d\ an df\ ôc^ ' 

~^ de, ôri àri ôt, ~~ 

ne pourront être vérifiées que si 

d\ ù\ 

ce qui conduit à l'enveloppe 2. 

Si, au contraire, nous partons du facteur -j— = o, nous retrouvons les 
quatre équations 

„ V w ^W D (V,W ) 

E V:=o, W = o, — =o, Ty(|7^-o, 

qui définissent 2'. 

Ainsi, les équations qui résolvent le problème B, résolvent en même 
temps le problème A débarrassé de la solution 2 connue a priori. 

Pour simplifier le calcul, nous avons supposé que les coordonnées d'un 
point de F étaient exprimées en fonction d'un paramètre, mais il est évident 
que, même dans le cas où la courbe F serait donnée par deux relations entre 
x\y\ z% la double interprétation des formules serait encore possible. 

II. Considérons une équation aux dérivées partielles 

F(j:^, /, 5,/?, <7)=o, 

et proposons-nous de chercher la surface intégrale passant par une courbe 
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Pour cela appliquons la méthode rigoureuse qui est celle de Gauchy. 

Nous devons commencer par intégrer les équations des caractéristiques ; 
mais nous savons que si, pour le faire, on profite de leur forme particulière, 
on retombe sur la recherche d'une intégrale complète 

V(^, /, 2, a, ^) = o, 

par la méthode de Lagrange et Charpit et que l'intégrale générale de ces 
équations est alors donnée par 

(^) ^■==^' ô^^'Tb'=''^ l^^P-dl^''^ d>^^^"="- 

Il nous faut introduire les valeurs initiales x\ y', z', p', g' qui doivent 

vérifier 

x'=f(t), /=9(0, 5'= 4/(0, 

(3) .V{x\y,z',p\q') = o, 

dz' ,dx' ,0y' 

Pour l'intégrale considérée, les trois constantes initiales a, 6, c seront 
fonctions de x\ y\ z', p\ q* et, par suite, seront des fonctions de / que je 
désignerai par Ç, r,, Ç. En plus, pour abréger, je poserai 

Pour avoir Ç, y], ^, je remplacerai d'abord x^y^ z, />, q par leurs valeurs 
initiales dans les équations (a), ce qui donnera 

(«') W==o, _-^ç_=.o, _-^y_=o, —^cj-^^o. 

Parmi les équations (P), l'avant-dernière est vérifiée quels que soient E, 
Y), l^; il ne reste à vérifier que 

<'3) -éF=PW^'f-dT' 

l'élimination de p' et q' entre (^') et les deux dernières équations (a') est 
évidente et donne 

dx' dt "*" ôy' dt "^ ùz' dt "~ ^' 
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on, plus simplement, 

âl 

$, Y], ^ sont donc déterminées, comme fonctions de /, par 

Pour avoir l'équation de la surface intégrale, il faudra éliminer t entre 

OU, ce qui revient au même, éliminer ^, y], ^, / entre les cinq équations que 
nous venons d'écrire. L'élimination de ^ est immédiate et Ton est finalement 
ramené à éliminer Ç, y), / entre 

c. V vv ^W I)(V, W) 

E V m O, W = O, -^- iz: O, — — : -^ = O. 

III. On peut arriver plus rapidement, et d'une façon aussi rigoureuse, 
à ces équations en se servant analytiquement de l'intégrale complète. En 
effet, une intégrale s'obtient en considérant r\ comme fonction de ^ et éli- 
minant ? entre 

(7; (in df\ 

Pour que l'intégrale obtenue contienne la courbe F, il faut et il suffit que 
cette fonction y] de Ç soit telle que, quel que soit /, il y ait toujours une 
valeur de Ç vérifiant les deux équations 

^ est une fonction de / et, en différentiant la première, il vient 

()W dp d\\ dn de dW 

H 77- " O, 



Oi^ de ôr\ dl dl âl 



qui, en vertu de la seconde, devient 

â\\ 
ùt 



=rO, 
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Les deux équations 

ne contenant pas -^ définissent ? et yj comme fonctions de / et par suite y] 

comme fonction de Ç. Réciproquement, si Ç et y] vérifient ces deux équations, 
on a certainement 



dl dl âri 

on est donc ramené à éliminer Ç, yj, ^> / entre 

„, OW ô\ dn d\ à\\ dn dW 

' * àt ' àc, d^ dn ' ôl dl dri ' 

en éliminant tout de suite -^ on retombe sur les équations E du paragraphe 
précédent. 

IV. L'interprétation géométrique des formules auxquelles les deux mé- 
thodes précédentes viennent de nous conduire se fait immédiatement. 

Considérons les deux paramètres Ç, yj qui entrent dans l'intégrale com- 
plète 

comme les coordonnées curvilignes d'un point M d'une surface S. A chaque 
point M correspond une surface ex. A chaque point P (x'j y\ z') correspond 
sur S la courbe 

qui exprime que ex passe par P. 

Les équations E peuvent être considérées comme celles d'un problème B, 
c'est-à-dire comme définissant l'enveloppe de la surface £ quand M décrit 
l'enveloppe de C, c'est-à-dire la courbe y définie par 

W(^, yj, = 0, -^ zzio. 

Ces deux relations expriment que l'équation 

W=:0, 
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OÙ Ton considère / comme inconnue, a une racine double, c'est-à-dire que <r 
est tangente à F. 

Les formules E peuvent donc s'interpréter comme définissant l'enveloppe 
des intégrales complètes tangentes à la courbe proposée et nous retrouvons 
ainsi la méthode géométrique généralement employée. 

IV. Les formules E peuvent aussi être considérées comme celles d'un 
problème A. En assujettissant le point M à décrire la courbe C, on assujettit 
l'intégrale complète cj à passer par P, de sorte que la surface 2p du pro- 
blème A est l'enveloppe des intégrales complètes qui passent par P; c'est 
donc l'intégrale à point singulier de M. Darboux relative au point P et il 
faut ensuite chercher l'enveloppe de cette intégrale quand P décrit F. 

Nous retrouvons ainsi, par un simple changement d'interprétation des 
formules ordinaires la méthode élégante proposée par M. Darboux (*). 

V. D'après ce que nous avons vu, à propos des problèmes A et B, les 
deux méthodes géométriques ne sont pas absolument équivalentes. Chacune 
a ses avantages et ses inconvénients. 

La méthode par l'intégrale complète ordinaire, du moins en employant 
celle qui est tangente en un nombre limité de points à l'intégrale singulière, 
résout rigoureusement le problème sans introduire de solution auxiliaire, 
mais exige que l'on recommence chaque fois toutes les éliminations. 

La méthode par l'intégrale à point singulier présente l'avantage de 
permettre de faire, une fois pour toutes, les éliminations qui fournissent 
l'équation de l'intégrale relative à un point quelconque x\ y, z\ Chaque 
fois que l'on changera de courbe F, il y aura seulement à recommencer 
l'élimination d'une seule inconnue entre deux équations. Le calcul est donc 
plus simple; mais, s'il y a une solution singulière, on devra fatalement la 
trouver en facteur dans le résultat, et il faudra de nouveaux calculs pour 
l'en débarrasser. 

Si donc il n'y a pas d'intégrale singulière et si l'on n'a à traiter le pro- 
blème de Cauchy que pour une seule courbe F, les deux méthodes sont 
absolument équivalentes. 

S'il n'y a pas d'intégrale singulière et si l'on a à traiter le problème de 



(*) Darboux, Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. 
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Cauchy successivement pour plusieurs courbes F, il y a avantage à em- 
ployer le procédé de M. Darboux. 

Nous pouvons donc dire que dans le cas où l'intégrale singulière de La- 
grange n'existe pas, il y a avantage à employer systématiquement l'intégrale 
à point singulier de M. Darboux. 

Si l'intégrale singulière existe, il est impossible de choisir d'une façon 
générale, car on est en présence de deux modes de calcul, l'un brutal et 
fournissant la solution simple, l'autre simple et élégant, mais fournissant la 
solution cherchée compliquée d'une solution auxiliaire. 

Dans ce cas, il est facile de donner l'interprétation des courbes G. Pre- 
nons pour S l'intégrale singulière L. Ç, y] pourront être considérées comme 
les coordonnées curvilignes du point M où o* touche £. La courbe C relative 
à un point P sera donc le lieu des points de contact des intégrales complètes 
passant par P avec l'intégrale singulière ou encore la courbe de contact de 
l'intégrale singulière avec l'intégrale à point singulier relative au point P. 
Quant à la courbe y, enveloppe des courbes C, c'est le lieu des points de 
contact avec S des intégrales complètes tangentes à F. 

A la façon dont nous avons présenté les calculs, il semble que, ayant à 
résoudre le problème de Cauchy, pour une courbe bien déterminée F, il 
soit nécessaire de chercher l'intégrale à point singulier uniquement pour 
les points de F. Cela tient seulement à la forme que nous avons donnée aux 
équations de F. Si F est donnée de la façon la plus générale 

oji sera forcé de chercher l'intégrale £p relative à un point P absolument 
quelconque (*). 



(1) Je ferai remarquer que tous les calculs relatifs au problème de Cauchy sont bien 
connus de tous ceux qui ont eu à s'occuper de cette question, mais que j'ai été obligé de les 
développer complètement ici, car ils ne fîgurent explicitement, à ma connaissance du moins, 
dans aucun des Traités ou Mémoires classiques. 
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PREMIERE PARTIE. 

De la nature des problèmes à résoudre par V étude de ces courbes 
de déformation. Considérations historiques et théoriques. 

La théorie de rélasticilé se compose, comme on sait, de deux parties bien 
distinctes. Dans l'une, on détermine, quels que soient le milieu homogène 
ou hétérogène et la nature des déformations qu'il a subies, la manière dont 
sont nécessairement liées les forces qui agissent : i** entre deux parties du 
solide à travers tous les éléments de surface qui limitent un élément de 
volume; 2^ sur tous les éléments de surface qui passent par un point. Cette 
partie de la théorie de l'élasticité est au fond tout entière dans le théorème 
suivant dû à Gauchy : Si en un même point d'un milieu solide F et F' sont 
les forces exercées sur deux éléments plans S et S', ayant les droites D 
et D' pour normales, la projection de F sur D' est égale à la projection 
de F' sur D, et dans l'existence de l'ellipsoïde d'élasticité. 

L'autre partie cherche à relier les forces, qui ont été définies par la pre- 
mière, aux déformations du solide, sous certaines restrictions de petitesse 
pour ces déformations : elle définit l'ellipsoïde de dilatation et les relations 
qui existent entre lui et l'ellipsoïde d'élasticité. Elle a donné lieu à bien des 
controverses, et les limitations qu'on doit imposer aux déformations pour 
qu'elle soit applicable semblent rendre son emploi impossible dans toutes 
les questions analogues à celles qui sont traitées dans ce Mémoire, où les 
déformations sont énormes. Mais c'est une illusion : son utilité subsiste 
même dans ce cas, soit qu'on veuille, avec Saint- Venant, déduire de la 
grandeur des axes de l'ellipsoïde de dilatation la détermination des plus 
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grandes dilatations qu'un solide peut supporter et en conclure le maximum 
des efforts qu'il peut subir; soit, en se plaçant à un point de vue tout diffé- 
rent et considérant avec Coulomb le milieu comme formé de particules par- 
faitement élastiques noyées dans un ciment, qu'on veuille calculer les dé- 
formations des particules et non plus du solide total, en leur appliquant ces 
équations. Nous reviendrons plus loin là-dessus. 

Gherclions ce que la tbéorie de l'élasticité nous apprend sur un cylindre 
à base circulaire dont la longueur est un grand nombre de fois le diamètre, 
tordu et tendu simultanément. Ce cas, très élémentaire, mais dont l'étude 
complètement faite trancherait des questions d'une importance capitale, a 
été comme négligé des ingénieurs qui préfèrent ce qui prête à de brillants 
développements mathématiques ou ce qui senible se rapprocher davantage 
de la pratique, comme s'il y avait un espoir quelconque de confirmer la 
valeur d'une hypothèse en étudiant les déformations d'un fer à T. 

Nous n'espérons pas dire des choses bien neuves, mais tracera l'usage des 
physiciens un programme d'expériences que nous chercherons nous-mêmes 
à remplir dans la seconde Partie de ce Mémoire. 

Des forces aux d'wers points d^un cylindre circulaire tordu 

et tendu. 

Dans tout ce qui suit, nous prenons comme axe des z l'axe du cylindre. 
Comme tout est symétrique autour de cet axe, nous plaçons le point consi- 
déré sur l'axe des x et posons x = r\ le méridien passant en ce point est le 
plan zx et l'équateur ou section droite le plan^cy. Nous rappelons que dans 
la notation des N et des T, T, désigne les forces normales à l'axe des x qui 
agissent sur les faces du prisme élémentaire, parallèles à cet axe; N, la force 
parallèle à l'axe des x qui agit sur la face normale à cet axe. Enfin les N sont 
prises avec le signe -t-, si ce sont des tractions; avec le signe —, si ce sont 
des pressions. 

L'expérience donne, à chaque instant, la charge totale P et le couple 
total C; cela ne suffit évidemment pas pour déterminer en tous les points 
du cylindre les N et les T ; mais on a fait de plus des hypothèses qui semblent 
légitimes. 

On néglige d'abord la pression atmosphérique : de ce que le cylindre 
n'est plus pressé sur ses faces latérales résulte nécessairement la condition 
N, = N2 = o. 
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On admet que la charge P se répartit uniformément sur toute la section 
droite, d'où la relation N, = P/iiR^ où R est le rayon du cylindre. 

Restent les forces tangentielles. Les forces Ta, si elles existaient, ten- 
draient à transformer les sections droites qui sont planes en des calottes de 
révolution autour de Taxe du cylindre; les forces T3, tout en laissant planes 
les sections droites, produiraient une courbure des droites tracées dans ces 
sections. En particulier, les diamètres se transformeraient, comme pre- 
mière approximation, en des courbes du troisième degré avec inflexion au 
centre. 

Mais l'existence des forces Tj est inconciliable dans un cylindre long et 
mince avec ce fait que, par raison de symétrie, les sections doivent rester 
planes, au moins à un petit nombre de diamètres des extrémités; l'existence 
des forces T, est inconciliable avec ce fait que, toujours à une petite distance 
des points d'attache, les forces tangentielles sur la surface même du cylindre 
sont nulles. On pose donc T^ = T3 = o. 

Il résulte de ces hypothèses que les divers cylindres creux concentriques 
dont on peut considérer l'emboîtement comme formant le cylindre plein, 
sont élastiquement indépendants et se déforment en même temps sans qu'il 
y ait tendance à se produire un glissement tangentiel de ces cylindres les 
uns par rapport aux autres. Les sections droites restent circulaires et planes; 
les droites qui y sont tracées restent droites et cela, non pas à cause des 
liaisons, mais par l'absence de forces tendant à les courber. 

Tous les élasticiens sont d'accord pour considérer que cette distribution 
des forces s'établit à une distance des extrémités du cylindre qui n'est qu'un 
multiple peu élevé du diamètre, alors même que les forces appliquées à ces 
extrémités mêmes n'y satisfont aucunement. En effet, ce n'est généralement 
pas par des forces tangentielles de notation T, que les cylindres sont tordus 
(ce qui impliquerait que l'on collât invariablement une section droite du 
cylindre contre une pièce qui tournerait autour de l'axe du cylindre, ou 
plus généralement, que l'on appliquât des forces tangentielles convenables 
sur chaque élément des sections droites terminales), mais par des forces de 
notation T3 appliquées sur les faces latérales (comme quand on prend le 
cylindre dans un étau). On admet généralement qu'à un ou deux diamètres 
des extrémités, la transformation des forces quelconques produisant un 
couple en forces de notation T, est complète. 

Ce fait n'est pas particulier à la torsion. Quand le cylindre est tendu par 
des poids, ce ne sont généralement pas les forces N3 qui agissent sur les 
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(îxln'fifiiirs, mais les forces tan<rentielles Tj, puisque généralement l'exlré- 
iiiité du fil est pincée dans un étau. Ici encore. la réaction des diverses 
[)arties transforme ces forces tangentielles en forces normales. 

Cette transformation n'est pas seulement qualitative, mais encore quan- 
titative. Dans le cas de la traction, elle est telle que tous les cvlindres 
/•lémeritaires dont Tensemble fait le cylindre total, s'allongent de la même 
rpjaiitité, et cela que la déformation soit élastique ou permanente. Dans le 
cas de la torsion, elle est telle que tous les cylindres creux élémentaires 
concentriques, dont l'ensemble fait le cylindre total, tournent du même 
aiij^le. Il est très difficile de donner une preuve rigoureuse de ces proposi- 
tions; faut-il encore que les faits expérimentaux ne leur soient point contra- 
flictoires. 

Prenons de la cire molle, pétrissons-la entre les doigts pour qu'elle soit 
l)i<;n homogène, puis roulons-la dans du papier pour en faire un cylindre 
aussi régulier (|ue possible : avec une fine aiguille à repriser, perçons ce 
eyliiidre d'un trou, (jui n'a pas besoin d'être dans une section droite, et 
étirons-le en le prenant entre les doigts par les extrémités. On constate 
(pi'on peut (iimiiiiK'r beaucoup son diamètre, sans cesser de voir la lumière 
i\ travers \c, trou, et encore la lumière ne disparaît pas à cause de la cour- 
bni(î du canal, mais bien à cause de son aplatissement. 

I /expérience» sur la torsion se fait d'une manière analogue. On a souvent 
rhercbé à metli'(î hors de doutcî les hypothèses précédentes, en tordant des 
eylin(li*(îs (hî f(îr, de cuivre ou d'acier d'assez gros diamètres, dans lesquels 
ou avait p(Mcé(l(» p(îtits trous perpendiculairement à l'axe : ces trous étaient 
liav(»rsés [)ar des aiguill(»s qui restaient droites quelque grande que fût la 
torsion . 11 était bon de refaire la démonstration avec tout le soin possible 
sur (les eorj)s mous. 

P(Mr()ns un trou très lui dans une section droite d'un cvlindre de cire 
inolh» de •>/"' de diamètre sur 8'"* d(î longueur, obtenu comme il a été dit 
plus haut. Tordons-le bien régulièrement en le prenant entre les doigts par 
lt»s (extrémités. I/expéri(Mice montre (ju'on peut le tordre de près d'un tour 
sans (vsser de voir la lumière à travers le petit trou; pendant la torsion, la 
S(»elion du trou s'écrase nalur(»llemcnt beaucoup. On [)eut alors détordre le 
CNlindre : la lumière passe toujours et la section du trou redevient sensible- 
ment eirculain», l/expèrience réussit (juand, après avoir tordu au point que 
la s(»ctiou (lu trou s'est com[)lètement aj)latic et qu'on ne voit plus le jour a 
IraNers le trou, on détord. On revoit le jour, cetjui prouve bien (pie ce n'est 
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pas la courbure du canal, mais son aplatissement, qui empêchait la lumière 
de passer. 

La torsion s'effectue par l'application de forces tangentielles de nota- 
tion T3; aux extrémités du cylindre, une droite tracée dans une section 
droite ne reste plus droite; il .suffit, pour le voir, de tracer sur la face ter- 
minale du cylindre de cire molle un diamètre et de tordre par l'intermé- 
diaire d'un bout de tube de 2"™ à 3°**" de hauteur dans lequel vient s'ajuster 
le cylindre. 

Sur les conseils de M. Brillouin, j'ai cherché à répéter l'expérience sur 
des cylindres de plomb. Il fallait les couler en ménageant de petits trous 
dans les sections droites. Le moule se compose de deux tubes de laiton 
concentriques entrant l'un dans l'autre à frottement dur. Par un trait de 
scie, le tube intérieur est coupé en deux suivant un plan diamétral; l'autre 
est percé de petits trous qui se trouvent tous dans un même plan diamétral 
et deux à deux sur des perpendiculaires à l'axe du cylindre. On passe dans 
ces trous des bouts de fil de fer de o'°"*,2 de diamètre qu'on tend fortement, 
et l'on entre, de part et d'autre du plan diamétral dessiné par ces fils, les 
deux morceaux du tube plus étroit. Le système est bouché à sa base pur un 
disque de cuivre maintenant l'écartement des morceaux du tube coupé; il 
est tout entier, y compris les fils de fer, mouillé et talqué avant le montage. 
On coule du plomb, on laisse refroidir, on démoule ; les fils de fer n'adhèrent 
pas. On recommence avec succès sur ces cylindres les expériences faites avec 
la cire molle. On peut laisser dans les trous les fils de fer pendant la torsion ; 
on constate après la torsion qu'ils n'ont pas été tordus par la facilité qu'il y 
a à les enlever. 

On avait commencé par ne prendre aucune précaution pour empêcher 
l'adhérence des fils de fer. On tordait, on sciait et on limait jusqu'à mettre 
à nu les fils dont on constatait la forme rectiligne. On pouvait objecter que 
la rigidité relativement grande des fils de fer vis-à-vis du plomb empêchait 
le fil de se déformer. L'expérience suivante, faite sur le conseil de M. Bril- 
louin, montre qu'il n'en est rien. 

On tend un fil non talqué parallèlement aux génératrices du moule, assez 
près de la surface du cylindre, et l'on coule le plomb; on tord. Le fil doit 
prendre la forme d'une hélice et, par conséquent, s'allonger beaucoup. Si 
sa rigidité était très grande vis-à-vis de celle du plomb, pour ne pas s'al- 
longer il pénétrerait vers l'axe du cylindre en coupant le plomb. C'est ce 
qui se passe quand on tord un cylindre de cire molle parallèlement aux 
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génératrices duquel on a noyé un (il métallique fin. Pour le plomb, il en va 
tout autrement. 

Là où le fil de fer adhère fortement au plomb, il s'allonge énormément; 
h'i où il adhère mal, il casse; de sorte qu'en le mettant à nu avec une râpe, 
on trouve des bouts de fil de fer très étirés, isolés les uns des autres. Donc 
l'expérience sur les droites tracées dans une section droite est concluante, 
alors même que le fil de fer adhère avec le plomb pendant la torsion. 

Il n'est donc pas contraire à l'expérience de considérer les cylindres 
concentriques comme indépendants. Cependant il ne faudrait pas accorder 
à ces expériences une force probante qu'elles n'ont pas; elles prouvent 
simplement que les forces de notation T, sont supérieures aux forces de 
notations T^ et T, à un point tel que, pendant la torsion, deux tranches 
droites consécutives du cylindre commencent à {^lisser l'une par rapport 
à l'autre alors que les déformations produites dans ces tranches par les 
forces de notations T, et T, sont encore parfaitement élastiques. Ces défor- 
mations parfaitement élastiques seraient d'ailleurs et en tous cas trop 
faibles pour qu'on pût démontrer directement, par la forme des diamètres, 
si elles existent ou non. 



Relation des N et des T avec tes forces appliquées. 

Nous admettrons donc que seules les forces N, ot T, subsistent, et nous 
les appellerons N et T pour simplifier. Nous pouvons poser N = P/tiR'. 

Il n'est pas possible de déduire la valeur en chaque point de T de la con- 
naissance du couple total, si l'on ne sait pas comment varie T en fonction 
de la distance à l'axe du cylindre, puisque la seule équation d'équilibre que 
l'on ait est 



c=| ,„■ 



Tdr. 



' On est amené à considérer deux cas principaux : 

i" T est constant. Nous appellerons [C, ] et [T] les valeurs particulières 
du couple total et de la force tangentielle dans ce cas. 



' T peut être représenté par une expression de la forme T = \t<xr, où il 
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Cl a seront définis plus loin, et l'on a 



2 ^ 



Ellipso ïde cl 'é las t ici té . 

De la connaissance de N et de T se déduit immédiatement la forme el 
la position de rdlipsoïde d'élasticité, puisque l'équation généralement du 
troisième degré que l'on rencontre, admet ici une racine nulle. Soient A, 
B, C les axes de l'ellipsoïde; il vient 



N /N^ 



T», 



»=?-Vï 



T«, 



C :=0. 



L'axe C coïncide avec l'axe des x; les autres sont situés dans un plan 
parallèle à Taxe du cylindre et normal au plan méridien passant par le point 
considéré. Le grand axe A fait avec l'axe des z un angle e tel que 

T . . . 7: . 

tang£ = — • En particulier, si le cylindre n'est que tordu, t = j; si le 

cylindre n'est que tendu, e = o. 

Des déformations purement élastiques. 
Les équations de l'élasticité sont 



., ^ fdu ôv (hv\ du 



r^ (dv dw\ 



Si nous admettons que les sections droites restent planes et (jue les 
rayons restent droits, on a nécessairement 

// r= — oLzy — m »r, %' =: olzx — ni Y y kv :^. nz; 



G.S 
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a désigne l'angle de torsion par unité de longueur et admet L~' comme 
dimensions. 

D'où, pour un point de l'axe des x, 

T, ^ T, ^ o, N, = N. - o, T = fxx r, S ~. VjvAV, 
plus deux équations qui donnent m et n en fonction de N, 

„,= t N „ ^- _2'Jtiî__ \ 

Enlin l'on a 

C = «p - R'. 

Si donc on se donne les constantes X et [a et les actions extérieures Cet P, 
le problème est complètement résolu. 

Ellipsoïde de dilatation. 



'' Aà'. dyj' 



On déduit immédiatement, par les formules générales, la forme et la 
position de l'ellipsoïde des dilatations, c'est-à-dire de la surface en laquelle 
se transforme, pendant les déformations, une sphère découpée dans le 
milieu primitif. Le calcul est ici simplifié par le fait que l'un des axes est 
sûrement dirige suivant l'axe des x. Soient a, b, c les axes de l'ellipsoïde; 
on a, pour déterminer les axes qui sont dans le plan parallèle au plan des ^s, 
l'équation 

d'où 



-■^'^-v/(^F) 






SUR LES COURBES DE DÉFORMATION TYPIQUES DES FILS NEUFS. G. 9 

Soit £' l'angle du grand axe de Tellipsoïde de dilatation avec Taxe des z. 
On a 

/W -h /l . I 






Si Ton admet les formules ordinaires reliant les deux ellipsoïdes, il est 
facile de constater que leurs axes coïncident. 

Nous avons besoin, pour les discussions qui vont suivre, d'exprimer le 
{^rand axe de l'ellipsoïde de dilatation en fonction des forces. Or nous avons 



N X -h 2 a -. 

m4-/i — — , n — mzzz -^^ — î- — -N; 

2fL 2|JL(5A -h 2|JL) 



d'où 



a(a — 1) = 6 =1 j-rr-^ ^-— N 4- -1/ -7- -+- T*. 

'^^ 4(.U4-2/jL) 2V 4 



Z)^^ efforts ou extensions limites. 

D'après tout ce que nous savons sur les phénomènes de déformation des 
métaux, nous ne pouvons parler de ce que les élasticiens appelaient efforts 
dangereux ou extensions dangereuses, ni maintenir les distinctions qu'ils 
faisaient entre la rupture prochaine et la rupture éloignée. Lorsque Saint- 
Venant dit {Comm. sur Navier, n** 3, § 9) : « Ce n'est pas une rupture 
immédiate ou prochaine qu'il s'agit de prévenir en réglant les dimensions 
des solides à employer dans les constructions, c'est leur rupture éloignée », 
il pose une inégalité p <iÇ entre deux quantités p et g, en laissant la diffé- 
rence g — p suffisante pour que la pièce ne se brise pas quels que soient les 
cycles de température, de pression, de tension, etc. qu'elle puisse supporter 
dans le cours des temps. Ce sont là des considérations fort utiles aux ingé- 
nieurs, qui ne signifient rien du tout pour les physiciens. 

Nous appellerons efforts ou extensions limites les efforts ou les exten- 
sions les plus grandes que puisse supporter un élément de surface ou de 
volume dans des conditions données, sans rien préjuger d'ailleurs sur 
l'obtention expérimentale de tels efforts ou de telles extensions. Ceci posé, 
quand nous parlerons des hypothèses de Coulomb ou de Lamé, il s'agira 
de leurs hypothèses appliquées non plus à la rupture des corps, mais aux 
limites que nous venons de définir. 

Fac. de T. - XII. G. 2 
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Los fils des mi''laiix doux (^^fiM^, platine, or, argent, etc.), sur lescjuels nous 
opérons, ne se rompent que parce (pie leur matière n'a pas [)artoul les mêmes 
propriétés ou que leur forme n'est pas parfaite. Le problème de la rupture 
ne peut donc élre abordé qu'une fois les courbes de déformation expéri- 
menlalement déterminées, comme conséquence de la non-homogénéitc des 
lils et du principe incontestable qu'une déformation amène la rupture 
quand elle diminue la résistance des points de moindre résistance : ce qui 
revient à distinguer des portions stables et des portions instables dans les 
courbes de déformation. 

Hypothèse de Coulomb, 

Happelons tout d'abord la définition des pressions à Tintérieur d'un 
solide. Considérons le milieu séparé en deux parties i et 2 par une surface 
quelconque que nous supposons décomposée en éléments d'aire rfS. On 
admet qu'il est possible de supprimer la partie 2 du milieu et de maintenir 
la partie i dans son état primitif, en ap|)Iiquant à tous les éléments d'aire rfS 
des forces dirigées d'une manière convenable et dont la grandeur est pro- 
portionnelle «1 Taire de chaque élément et indépendante de sa forme. Cou- 
lomb donnait des pressions, à peu de chose [)rès, la môme définition. 

Appelons N la composante normale de la j)ression, T la résultante des 
composantes tangentielles; voici, traduites en langage moderne et convena- 
blement généralisées, les hypothèses de Coulomb (Mém. des Sar, êlr.; 

L'élémenl de surface résiste à une traction hmite [NJ fonction de la com- 
posante tangentielle actuelle T et de divers paramètres tels que la tempéra- 
ture, etc., que nous aurons à énumérer. 

L'élément de surface résiste à une force tangentielle limite |TJ qui est 
fonction de la composante normale actuelle N, croît quand iV croit, si N 
est une pression, décroît quand N croît, si N est une traction, suivant des 
lois à déterminer; elle est, de plus, fonction de divers paramètres. Les mou- 
vements donnant lieu aux déformations permanentes à l'intérieur de la 
masse se font au contact des plans pour lesquels on a dépassé l'une ou l'autre 
de ces limites. Ils peuvent être d'ailleurs arrêtés par d'autres forces dont ils 
sont eux-mêmes la cause. 

Cette hypothèse 1res simple se prête à de commodes généralisations; elle 
indique immédiatement comment se feront les déformalions permanentes; 
elle permet d'imaginer que la vitesse, suivant laquelle se font les déforma- 



SUU LES COURBES DE DÉFORMATION TYPIQUES DES FILS NEUFS. G. II 

tiens, peut influer sur les limites [NJ et [T]. Implicitement, elle suppose 
que la matière n'est pas homogène et Coulomb, dès le début de son Mémoire, 
distingue avec soin l'élasticité de la cohésion, c'est-à-dire les propriétés 
élasticpies des particules et les liaisons entre ces particules {voir Brillouin, 
Ann, de Chim. et de Phys.; 1898 et notre Mémoire, Ann. de Cliim. et de 
P/iys.; 1897). 

Coulomb applique sa théorie à la résistance à l'écrasement des piliers de 
maçonnerie; voici son exemple traduit en langage moderne : le pilier est un 
parallélépipède droit, posé sur un plan horizontal, et qui supporte un poids 
produisant, par unité de surface de tout plan horizontal, une pression A. 
Les pressions, appliquées sur tout plan vertical à l'intérieur du solide, sont 
nulles. L'ellipsoïde d'élasticité se réduit à son grand axe vertical de lon- 
gueur A. Traçons, à l'intérieur du pilier, un plan dont la normale fasse avec 
la verticale un angle a. D'après le théorème général que nous rappelions au 
début de ce travail, la pression totale oblique sur le plan considéré est ver- 
ticale et égale à A cosa. Elle se décompose en deux : 

L'une normale au plan N = A cos^a; 

L'autre tangentielle et dirigée suivant la ligne de plus grande pente du 
plan T = A cosa sina. 

Coulomb admet que la composante tangentielle limite [TJ se compose de 
deux parties : la première constante [T,], l'autre qu'il assimile à un frotte- 
ment et considère comme proportionnelle à la composante normale. Il a 

donc l'équation 

[T] = [T,] + KN, 

à laquelle il faut joindre l'équation de condition 

T<[T]; 

d'où enfin 

A cosa sina — KA ces* a < [Ti]. 

Le premier membre est maximum pour l'inclinaison adonnée par Téquation 



tanga=:Kd=v^K*-+-i. 

Coulomb applique ce calcul au cas d'une colonne de brique pour laquelle 
il prend K = ^ ; il vient 

an:: 63026', A<4[T,]. 

Knfin, ajoutant à ses hypothèses la condition [T|] = [i\], qu'il croit 
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a\oir déiuonlrêc par rexpérioncc, il conclut que la normale du plan suivant 

lequel tendent à se produire les j^lissenienls, fait avec la verticale un angle 

(l(* (Ki^aG'et que « la force qu'il faudrait pour rompre une colonne de brique 

par une force pressante serait (luadruj)le de celle cju'il faudrait pour rompre 

celte même colonne par une force de traclion ». 

Dans son Commentaire sur Nai'ier (noie du § 3), Saint- Venant cite 

1res incomplùleinent Coulomb; de l'hypothèse il néglige cette partie qui fait 

dépendre la limite [T| de la pression normale \. La condition se réduit 

alors à 

A coii3c siiia < [T,]; 

d\)iï 

3c = 4> et A<2[Til; 

de plus, admellant que [T, J = o,8[ \,], il conclut que, d'après Tliypothèse 
de Coulomb, la force (pfil faudrait pour ronq)re une colonne par pression 
serait i,G de celle qu'il faudrait {)our la rompre j)ar traction. D'où cette 
conséquence que la théorie de Coulomb est erronée : c'est aller un peu vite 
en besogne. 

Kvidemment; certains détails de riiypothèse de Coulomb peuvent être 
modifiés; rien n'impose que la variation de la force langentielle limite 
s'exprime linéairement en fonction de la pression normale, c'est-à-dire par 
ré(pialion [TJ = [T, J -i- KN, ni surtout que le coefficient K soit égal au 
coefficient de frottement de deux morceaux de la même matière séparés Tun 
de Tautre. Va\ admettant même que la forme linéaire soit aussi valable, 
lorsque N est une tension, [TJ ~ [T/J — K'iN, rien n'indique que Ton ait 

Mais ce que nous tenons à mettre en évidence dans Thypothèse de Cou- 
lomb, c'est qu'il suffit de connaître les forces qui agissent sur un élément 
j)lan pris à Tintérieur du solide, pour savoir si un glissement tangentiel ou 
une cession normale doit se produire sur cet élément plan. A supposer 
admissible Thypothèse de Coulomb, la détermination du couple [C,] limite, 
auquel résiste un fil suffisamment tordu pour lequel on peut poser, au moins 

comme première approximation, [C,] = -^T — [T], la torsion, s'efTcctuant à 

des vitesses r déterminées et sous des charges connues N, permettrait de 
trouver les relations qui restent encore indéterminées entre [TJ, N et r. 

Dès qu'on eut découvert Texistence des ellipsoïdes d'élasticité et de dila- 
tation, on voulut tout y rapporter; la distinction entre la cohésion et i'élas- 



Srn LES COtUBES DE DÉFORMATION TYF»IQI:ES DES FILS NEUFS. G. 1 3 

licite fut oubliée; la matière redevint homogène et deux groupes d'iiypo- 
llièses nouvelles se firent jour; ce qu'elles sont et ce qu'elles valent, c'est 
maintenant le lieu de l'examiner. 



llypollièses de Lamé et Clapcyron, de Sainl-Venani. 

Avant d'entrer dans le détail, il faut discuter le principe même de ces 
hypothèses. Les unes et les autres donnent comme critérium à la possibilité 
|)our la matière de résister à un effort qui, par hypothèse, est appliqué à un 
plan, la longueur du grand axe de l'ellipsoïde d'élasticité ou de dilatation. 
Telles qu'elles sont généralement présentées, elles semblent tout à fait 
insoutenables. Les preuves expérimentales que Ton a produites pour leur 
confirmation ne peuvent suffire à des physiciens : ce sont d'ailleurs les 
mêmes expériences que Ton a fait servir à élayer les deux groupes d'hypo- 
thèses. Considérons donc la question comme entière et cherchons à asseoir 
notre opinion sur d'autres preuves que celles que l'on trouve dans les 
traités sur la résistance des matériaux. Aussi bien il y a, dans le Commen- 
taire sur Navier, de quoi ruiner l'hypothèse de Saint-Venant, qui y est 
cependant développée en 5oo pages. 

Le premier grief général à adresser à ces hypothèses, c'est que, ne con- 
sidérant que la longueur du grand axe de l'ellipsoïde d'élasticité ou de 
dilatation, elles admettent implicitement que la longueur des autres axes 
est indifférente. Ceci est contredit par les faits, de l'aveu même de Saint- 
Venant. On lit en effet dans le § XVI de la note du n" 113 : 

a Possibilité de dépasser beaucoup la limite de dilatation adoptée pour 
les cas ordinaires y lorsqu^ily a simultanément et dans un autre sens de 
fortes contractions — Divers faits établissent que lorsqu'un solide est for- 
tement comprimé en certains points et en certains sens, il peut éprouver, 
aux mêmes points et dans d'autres sens, des dilatations extrêmement con- 
sidérables sans se rompre ni se désagréger aucunement, comme si les com- 
pressions comblaient les vides des disjonctions produites par les dilatations. » 
(^ue si une compression dans une première direction permet d'augmenter 
la dilatation dans une autre, n'y a-t il pas lieu de craindre qu'une dilatation 
dans la première direction ne force à diminuer la dilatation dans une autre, 
et n'est-ce pas la condamnation de l'hypothèse? 

Il est vrai que les hypothèses peuvent se généraliser de manière à prendre 
comme critérium, non plus la longueur du grand axe, mais la valeur d'une 
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fonction symétrique de la grandeur des trois axes, par exemple des inva- 
riants ou de certaines fonctions des invariants ; nous reviendrons sur ce point. 

Le second grief général à adresser à ces hypothèses, c'est qu'à supposer 
([u'elies donnent le moyen de reconnaître si oui ou non la matière résislera, 
elles ne permellent pas de dire comment se feront les déformations perma- 
nentes, au cas où la matière ne peut résister. Saint-Venant répond à cette 
ol>jcclion avec une curieuse désinvolture. On lit, page 287 de son grand 
Mémoire Sur la torsion des prismes (Sac. ctr.; i85G) : « Manières di- 
verses dont s'opèrent tes ruptures — La théorie précédente a pour but de 
prévoir le commencement de la rupture et d'en écarter les chances m^mo 
éloignées; on ne peut rien inférer contre son exactitude, de ce qu'elle n'en 
ciilcule pas les circonstances et les phases, ce qui serait aussi difficile qu'inu- 
tile à son ohjel, » 

L'aveu, pour dépouillé d'artifice qu'il soit, n'est pas fait pour nous con- 
tenter: il est indifférent aux physiciens que la rupture se fasse, pourvu qu'ils 
en connaissent l'histoire. Corrélativem&nl, les élasticiens parlent de points 
dangereux, c'est-à-dire de points où la rupture est le plus imminente, el 
jamais de surfaces dangereuses, c'cst-à-dirc de surfaces suivant lesquelles 
doivent se produire les déformations permanentes. 

Le ti'oisièmc grief général est que ces hypothèses, d'après leur nature 
même, ne permettent pas do tenir compte de la variation des efforts limites 
avec la vitesse suivant laquelle se produisent les déformations permanentes. 
Or, il ne s'agit pas là de différences médiocres et difficiles à mettre en évi- 
dence; on peut faire varier le couple auquel résiste un 01 de fer de plus de 
^'1, de sa valeur en modifiant la vitesse de torsion. Par quel procédé faii-c 
entrer cette vitesse dans des conditions tirées de la longueur des axes d'un 
ellipsoïde, qui dépend des forces appliquées non seulement sur les faces du 
parallélépipède le long desquelles se produisent les déformations perma- 
nentes, mais encore sur les faces le long desipielles ne se produit rien du tout. 

Si forts que soient ces arguments, nous ne pouvons en rester là. Il s'agit 
maintenant d'entrer dans le détail, de voir ce que ces hypotlièses donnent 
dans le cas du fil tendu et tordu et à quelles vérifications on peut soumettre 
leurs consétiucnces. 

Hypothèse de Lamé et Clapcyron. 
Dans leur Mémoire Sur l'équilibre intérieur des corps solides homo- 
gènes (Sav. ctr., IV), Lamé et Clapcyron admeucnt que pour savoir sï 
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des efforts peuvent être supportes par un corps, il suffit de calculer en tout 
point Tellipsoïde d'élasticité. La condition de possibilité pour ces efforts 
est que le grand axe de Tellipsoïde ne dépasse pas une longueur donnée (pii 
caractérise la matière, quelles que soient d'ailleurs les longueurs des deux 
autres axes. Dans le cas particulier qui nous occupe, il résulte de cette 
hypothèse les conséquences suivantes. Soit [A] la valeur limite du grand 
axe de rdlipsoïde d'élasticité; soit [T] l'effort tangentiel limite sous la 
traction normale 4- N; la condition est exprimée par l'équation 



N /N* 



OU 

[T?-[A][[A]-Nj. 

[ T] est donnée en fonction de N par une parabole. La courbe est représentée 
en (i). 

Supposons maintenant un cylindre tordu à un point tel que nous puis- 
sions considérer, au moins comme première approximation, tous les élé- 
ments d'une section droite comme résistant avec la même force tangentielle ; 
le couple total est donné par la formule 

rTi — ^XIil]. 
nous avons d'ailleurs généralement 



TTir 



D'après l'hypothèse que nous discutons, la limite [TJ, sans tension simul- 
tanée, est [AJ; la limite [N], sans torsion simultanée, est aussi [AJ; on a 
donc, entre le couple total limite [C,] sans tension simultanée et la charge 
totale Umite [P] sans torsion simultanée, la relation 

C'est là un résultat que l'expérience peut essayer de vérifier; en voici un 
autre plus important. On a, pour N = o, 

^\ ~ «• 
Dès le début, pour les moindres tensions, le couple limite varie beaucoup 
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avec la tension. Des autres hypothèses, nous tirerons des conséquences 
analogues qui leur serviront de pierre de touche. 

L'iiypothèso de Lamé et Clapeyron est muette dans le cas des pressions 
(il faut, dans les formules, prendre N négativement). C'est une opinion 
émise depuis longtemps et presque incontestable qu'une pression uni- 
forme exercée sur un corps ne le désagrège pas, mais lui donne plus de 
cohésion et le rend moins déformabic. Si donc on se borne à considérer le 
grand axe de l'ellipsoïde et non ses relations avec les autres, une compres- 
sion exercée suivant une direction unique, comme dans l'exemple auquel 
Coulomb a appliqué sa théorie, équivaut à une compression uniforme et, 
par conséquent, ne peut en aucun cas désagréger le corps, ce qui est con- 
traire à l'expérience. 

D'ailleurs, Lame et Clapeyron se rendaient bien compte de ce que leur 
hypothèse a de trop particulier. Ainsi ils disent (loc. cil., p. 533) : a II est 
possible que la plus grande traction à laquelle on puisse soumettre une tige, 
dans le sens de la longueur, sans altération permanente, varie avec les 
pressions latérales auxquelles la tige pourrait être exposée. » 

Kn ce lieu de leur Mémoire, ils étudient les déformations d'un cylindre 
circulaire creux indéfini, inégalement pressé sur ses faces intérieure et 
extérieure. 11 ne serait pas difficile do développer leur analyse eu ajoutant 
une traction longitudinale, et le cas se prêterait très bien à des expé- 
riences précises. Il s'agirait de produire, à l'intérieur d'une telle tïge, des 
pressions de plusieurs centaines d'atmosphères sous des charges variées. 
Aujourd'hui que la production des hautes pressions se fait aisément et que 
l'industrie livre couramment des tubes étirés, peut-être de telles expériences 
donneraient-elles des résultats intéressants. 

On peut généraliser l'hypothèse de Lamé et Clapeyron sans abandonner 
leur point de vue, en faisant porter les conditions non plus sur la longueur 
du grand axe seul, mais sur une fonction symétrique des longueurs des a.ves. 
Si cette fonction était rationnelle, elle s'exprimerait rationnellement en 
fonction des coefficients 

I, -N.-l-N.+ Nj, 

IJ= N,\, +. N,N, + N, N, — T; .- T^ — TJ. 



de ré(piation donnant les axes. Pour évitei- toute parlicularisation sur cette 
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fonction, nous généraliserons l'hypothèse de Clapeyron en supposant 
tout de suite qu'il est possible d'exprimer la condition pour que la matière 
résiste à des forces données N, T, au moyen d'une ou plusieurs inéga- 
lités où entrent seulement I,, I^ et I3. 

L'hypothèse la plus simple consiste à prendre ces invariants eux-mêmes 
pour les fonctions cherchées et à leur imposer des limites numériques. 
Appliquées au cas qui nous occupe, ces conditions se réduiraient à limiter 
les deux quantités A -h B et AB. 

Or A -+- B = N, AB = — T*. Elles donneraient donc à N et à T une 
indépendance qu'ils n'ont pas. Mais nous pouvons imaginer bien d'autres 
fonctions des invariants. 

Faisons porter, par exemple, l'une des limitations, à supposer qu'elles 
soient multiples, sur l'expression suivante : 

r«-2i;-6IÎ=i(A-B)*-^(B-C)--4-(C-A)S 

(|ui devient, dans le cas du cylindre tendu et tordu, 

r»=2N»4-6T-. 

La courbe qui relie les limites de la force tangentielle à la traction est 
une ellipse (courbe 2). 

—±j—dz=o pour ^ =: o. 

D'ailleurs on a, entre le couple total limite [G^] sans torsion et la charge 
limite [P] sans torsion, la relation 

[P] = [C.]^. 

iXous aurions là une condition; il pourrait en exister d'autres. A supposer 
que cet ordre d'hypothèses ait un sens, ce qui est peu probable, le choix de 
ces nouvelles conditions est, pour l'instant, tout à fait impossible. D'ailleurs, 
(|uelles qu'elles puissent être, on se heurtera toujours à cette difficulté que 
Ton y passera, d'une manière continue, des pressions aux tractions, tandis 
qu'il est vraisemblable que les pressions et les tractions produisent des 
phénomènes très différents et qu'il doit être impossible de compenser une 
pression dans un sens par une traction dans un autre sens. 

Fac, de T.— XH. G. 3 
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Hypothèse de Saint-Venant. 

Dans son grand Mémoire Sur la torsion des prismes (Sai?. élr.y XIV) 
et surtout dans son Commentaire sur la Résistance des corps solides de 
Navier, Saint-Venant développe Thypothèse suivante : II n'y a pas d'efforls 
dangereux; il y a des extensions dangereuses. Pour savoir si un corps peut 
résister à des déformations, il faut calculer la plus grande dilatation produite 
par ces déformations. Or, si Ton néglige les translations et les rotations, 
une sphère découpée dans le solide se transforme en un ellipsoïde que Ton 
appelle ellipsoïde des dilatations. Il suffit donc de calculer le grand axe de 
cet ellipsoïde (?;o/r p. 8) pour savoir dans quelle direction se produit la 
plus grande dilatation et cpielle est sa valeur. Si elle dépasse une longueur 
déterminée une fois pour toutes et caractéristique de la matière y le corps 
ne peut résister à la déformation. 

Montrons des applications de celte hypothèse. Soit un cylindre unifor- 
mément pressé ou tiré dans la direction de Taxe des ;; et lihre suivant ses 
faces latérales. On a N, ^ Na = o et en appelant /,, lo? ^3 l^s allongements 
parallèles aux trois axes. 



ly 



2/i(X-|-|Jl) -h Xi,= 0, 



-, 3>-+-2a. 3> + 2u . 

N,= ^-^^-^*, = -^^^— .1.. 

Soit maintenant [/] rallongement limite. 

Premier cas : Traction. — Le grand axe de rdlipsoïde de dilatation est 
vertical; la tension maxima que peut supporter le solide par unité de sur- 
face est 



■■ 



si Ton pose avec Saint- Venant X = jx. 

Second cas : Pression. — Le grand axe de Tellipsoïde est l'un quelconque 
des ravons de sa section horizontale. On a alors 



[N,] = -^^^^:tli^2[/] = .o^[t], 



si Ton fait X = (x. 

D'où la conclusion (Commentaire^ § VII de la note du n^ 3) : « Un prisme 
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courra le danger de se rompre par compression longitudinale, lorsque sa 
contraction longitudinale sera arrivée au quadruple de la dilatation reconnue 

dangereuse ou sous laquelle il se romprait par extension On voit qu'un 

prisme d'égale contexture en tous sens et dont les faces latérales sont libres, 
rompra par compression longitudinale ou éprouvera un commencement 
de désagrégation qui amène la séparation et l'écrasement, sous une charge 
(juatre fois plus grande que celle qui le romprait par extension ». On re- 
marquera que ce nombre quatre est précisément celui de Coulomb. D'ail- 
leurs, Saint- Venant ne fait aucune difficulté pour reconnaître que les 
vérifications expérimentales laissent à désirer. 

Tandis que, dans la théorie de Coulomb, le sectionnement de la matière 
par rupture doit se faire suivant des plans plus ou moins inclinés sur la 
verticale, dans la théorie de Saint- Venant, le sectionnement doit se faire 
suivant des plans verticaux. 

Quoi qu'il en soit, revenons au cas particulier qui nous occupe. Le grand 
axe de l'ellipsoïde de dilatation a est donné par la formule 

a(a — i)=:C = -—^ ^N -h -i/-7- -l-T^ 

4(3X-+-2|jl) ay 4 

Il n'est pas possible de comparer la théorie et l'expérience sans faire une 
hypothèse sur le rapport t^; dans ce qui suit, \c\ représentera le maximum 
de la quantité ]k{a — i) compatible avec la matière choisie. 



A. -^- = 0: 



d'où 



[T]*=4[^]'-|[^]N-iN« (courbe 4), 

[T] = o pour N = 3[»î:]; 

[N]t = o=i,5[T]n=o. 



B. ^ = ^ : C'est l'hypothèse que fait Wertheim d'après le résultat de ses 



X 
expériences 



-^=-i pour N = o, 
[T]iz:o pour N = 2,66[<::]; 



Cj.20 
(Poil 
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[N]t = o=i,33[T].v:o. 



(], ^ = I : (]'osl riiypothèsc que Saint-Venant fait toujours pour les 
corps isotropes qu'il appelle à contexturc égale en tous sens. 

[T]~4[^?~J[-]N-i4^' (courbe 3), 



Toii 



[ï]z=0 



i 

"10 



pour N = o, 
pour N=:.î,5[<C]; 



LN]t o=:|[T]>..o. 



« C'est, dit Saint- Venant (Comment. , § I\ du n** 152), la relation entre 



Kijf. I 



Mao 




les limites des efforts capables d'être indéilniiiient supportés lan^fcnticllo- 
nient et perpendiculaircinenl par une inrnie face matérielh'. » 



D. ^=cc: 



[T]'=4[i']*-2[i'JN, 






1 
ï 



pour N:-<>, 



(Koù 



[T] — o pour N-. •.?[^|; 

[N]t = o=[T]>_-o. 



Nous retrouvons la courbe donnce par riiypothcse de Lamé cl (llapeyron 
( courbe i). 
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Courbe typique des fils neufs. Théorie de J. Thomson. 

Jusqu'ici nous avons toujours supposé que la limite [T] est unique et 
bien déterminée. Elle peut d'ailleurs être fonction de divers paramètres, de 
la température, de la tension, de la vitesse de torsion. Si le cylindre tordu 
et tendu était un tube infiniment mince, il résulterait de ce qui précède 
que sa courbe de torsion prise à partir du couple nul et prolongée jusqu'à 
des torsions considérables, se composerait de deux droites : l'une inclinée 
G = Fa, l'autre horizontale G = [G,]. Mais le phénomène se trouve com- 
pliqué par ce fait que les divers cylindres qui forment le cylindre plein, 
n'arrivent pas à leur limite d'élasticité pour la même torsion. Le couple 
total, qui est la résultante des couples produits par les cylindres concen- 
triques infiniment minces, ne varie donc plus suivant la loi qui vient d'être 
dite. J. Thomson a indiqué comment les choses devaient se passer dans l'hy- 
pothèse ici admise (Camb. et Dub. Math. Journ., p. iîdq; 1848), cité par 
L. Kelvin (Rep. of Papers, t. III, p. 25). 

Gonsidérons un cylindre chaufle au rouge puis refroidi. Ses particules 
doivent être regardées comme complètement relâchées. Tordons-le jusqu'à 
ce que les éléments d'une section droite, situés près de la circonférence, 
subissent Teffort tangenliel limite [T]. Soit alors [Gq] le couple total que 
supporte le cylindre et [a^J la torsion correspondante par unité de longueur. 

On a 

[Co] = /x[ao]5R* = [TljRS 
puisque 

Si l'on pousse plus loin la torsion, les éléments extérieurs d'une section 
droite vont glisser sur ceux qui appartiennent à la section droite immé- 
diatement voisine, puisque nous savons que les sections droites ne se dé- 
forment pas et que l'accroissement de a sans glissement entraînerait un 
accroissement, par hypothèse impossible, de la force tangentielle. Les élé- 
ments des sections droites à des distances de plus en plus petites de Taxe 
vont atteindre successivement leur tension limite, et si, enfin, la torsion est 
suffisamment continuée, tous les éléments des sections droites seront 
soumis à l'effort tangentiel limite [TJ. A ce moment, le couple G = fG,| 
sera 

[C,]=^[T]R». 
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Le couple le plus jjrand ijue puisse supporter le cylindre total, dans 
riiypolhèse de rinvariabililé de refTort limite [T|, est donc | du coupli* 
pour lequel la courbe cesse d'être une droite. 

Il est facile de trouver entre les limites [C„] et[ CJ la forme de la courl>e 
de torsion. 

Soit, à un moment donné, /• le rayon de la circonférence pour laquelle 
les éléments de la section droite arrivent à subir Tefforl tangenliel maxi- 
mum; on a, pour définir Tanji^ie de torsion, la relation [TJ =: (xa/*. I^c 
cvlindre intérieur à cette circonférence, dont la déformation est encore 
purement élastique, donne un couple 

Le tube extérieur, où tous les éléments des sections droites subissent 
l'effort tangentiel maximum, donne un couple 

C=^[T](R'-r'). 
D'où, en tout, un couple 

En introduisant le couple 

[Co]=:-3~[T]U\ 
on trouve facilement : 



Au-dessous de la torsion [«ol» on «n Cz=[Co] 



[«.]' 



Au-dessus de la torsion [«ol, on a C= ^[Col — ^^^ — ,- • 

On peut mettre ces équations sous une autre forme très générale. Posons 

_ gU 

la droite par laquelle débute la courbe de torsion peut s'écrire 

2 [1] \^^ J 

elle vaut jusqu'à la valeur x = -- 
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Au delà de cet angle, la courbe peut s'écrire 



il_ 3^113^^^ ^ 



[T] \ 3 6fjL»x^ 

Ces équations rentrent dans la fornrie générale aC= R'ç(aRa), en 
posant «[T] = i. 

Lord Kelvin fait suivre la citation de J. Thomson d'une note dans laquelle 
il remarque que probablement la limite unique et déterminée [T] n'existe 
pas : (( Un morceau de cuivre ou de fer pris dans un état non déjà modifié 
devient certainement plus dur par les déformations et un semblable ré- 
sultat est probable pour les métaux, ductiles. Donc les éléments extérieurs 
doivent supporter des tensions limites plus fortes que les éléments plus 
voisins de l'axe, jusqu'à ce que la torsion ait été poussée assez loin pour 
amener ces tensions à leur vraie valeur maxima dans toute la section. Mais 
il est probable qu'avant cela la matière extérieure sera devenue friable et 
fissurée ». Il n'y a évidemment qu'un seul moyen de juger ces objections, 
c'est de décrire expérimentalement la courbe de J. Thomson qui est la 
courbe typique des fils neufs. 

Résumé et plan d'expériences, 

Vjïy résumé, les théories les plus généralement admises veulent expliquer 
tous les phénomènes dans un fil tendu et tordu, au moyen des deux con- 
stantes X et (JL et d'une relation entre les limites [TJ et [N] dont elles sup- 
posent l'existence, et les autres forces qui existent simultanément. 

Elles sont amenées à considérer dans un fil tordu : 

i^ La constante de torsion d'un fil donné, soit le couple en ergs pour une 
torsion de i radiant d'un fil de i^*" de longueur 

2" Un premier couple total limite [C^] à partir duquel le fil ne peut 
plus être considéré comme parfaitement élastique, ni la courbe de torsion 
comme rectiligne 

[Co]==^[T]R», 

c'est la limite d'élasticité énoncée en couple; 



i.at "• iioi:as»e. 

i" L'angle tic tcusiini C(irn>s])Oii<Iaiil à ce couple 
I r 1 ITT 






l'st la limite d'i'-laslicili'- rnontcc en radiants, 
f Ln second couple tulal limite | C, J qnc te til ne pcul dépasser 



{*;] 



-LT]: 



'»" l/iuigle concspondatil, (|iti serrait l'angle de détorsion du fil tordu à 
sa limite jusqu'au c()u]tle nui, en supposant rpi'au moment de l'arrêt il ne 
se passe aucun [>liéiKnnène cl (pie la courte de délorsion est rigoureu- 
si'nicnt rcTctilignc. 

IClles donnent des formules, d'ailleurs contradictoires, pour calculer les 
variations de ces ccmsiantes lorsque le lil esta la fuis tendu et torchi; ces 
formules font changer la videur de |T) sans changer la loi du phénomène. 

ICIIes ne tiennent aucun compte de la vitesse avec laquelle se font les 
torsions, ni de plusii-urs autiTs phénomènes, tels ipie l'allongement produit 
par la torsion mêiKc à tension couslante, et récipro(|ueinent la torsion pro- 
duite par riilloiigemeiil à roupie constant. 

Nous nous jnoposons, <laiis un [iroL-hain Mémoire, de comparer à l'expé- 
rience les coiiséquenc<'s de ces théories. Dans ce but, nous chercherons 
(|uelles relations csisleiit eulre les ([uatn; <piantltés suivantes : la vitesse de 
torsion, la vitesse d'alioiigenieni, le couple total et la charge totale. Nous 
<!écrirons les courlx^s typi<pn's de déformation des fils neufs, en nous limi- 
tant au\ cas les |ilus simples [ ' ). 



llifilorifjtii'. i-xpcr 
problèmes d'élasticité ne siml s 



ntal. 



si embrouillés encore ù l'heure 
tateurs ne s'astreignent pas suffi- 



Ces 
actuelle, que parce que les e\péi 
sainnient à délinir ce qu'ils font. M, lîtillouin dans son Mémoire Sur la 
Plastici/c (.irin. de l'Ecole \orni{i/t', iHijo), pouvait dire fort justement 
(jue les Mémoires de mesure, iirodigieusement nondu'eux, obscurcissent 
chacun à leur tour un sujet déjà peu clair. Pour des raisons que l'on com- 
l)rendra immédiatement, ce n'est qu'en décrivant les courbes des fils neufs 



I) ro 



r ladi-finhiun (h- 



ti Mt-i 



s ic I. \^il de ce» A nnatet. 
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à vitesse constante qu'on peut espérer résoudre le problème ici posé. (]ela 
implique que les fils ne setxironl qu^unc fois, que chaque fil décrira en 
tout et pour tout sa première courbe de déformation. Quels que soient les 
résultats obtenus, il faudra bien se garder de vouloir qu'ils s'accordent avec 
ceux que peuvent donner d'autres méthodes. Et réciproquement, il serait 
absurde de s'efforcer de les prévoir par analogie avec ceux qui proviennent 
d'expériences faites sur des cycles fermés. 

C^eci posé, on n'a jamais fait d'expériences systématiques sur l'existence 
ou la variation des couples limites avec la vitesse de torsion (supposée con- 
stante pendant toute une expérience et variant d'une expérience à l'autre); 
ni sur les allongements dus à la torsion {voir les généralités sur ce phéno- 
mène, § XXIV de notre Mémoire, Ann, deChim. ctde Phys.y 1897); enfin, 
sur l'influence de la tension, puisque, par définition même du problème ici 
posé, nous devons éliminer tout ce qui a trait aux cycles fermés ou presque 
fermés [résultats de Wiedemann, i858; de Lord Kelvin, i865 {Rep. of 
Pap.y t. III, p. ^5); de Tomlinson (PhiL Trans., 1886); de Wiedemann 
(JVied. Ann,y 1879)], il ne reste à parler que du Mémoire de Braun publié 
dans les JVied. Ann.y t. CLIX; 1876. 

Le Chapitre V de ce Mémoire est consacré à « la torsion et la tension 
dans les fils ». On trouve au §5 les deux règles suivantes, que je transcris 
sans commentaire : 

« Die Torsionsverschiebung, welche eine bestimmte Kraft hervorrufl, 
andert sich nicht, wenn der Draht einer Langsspannung unterworfen 
wird ». Et, plus loin, après l'exposé d'expériences, où d'ailleurs sont com- 
parés des résultats fournis par une méthode directe et par une méthode 
d'oscillation : « Aus den Zahlen ergiebt sich ubereinstimmend, dass der 
Widerstand des Drahtes gegen Torsion bei vergrôsserter Spannung cher 
abnimmt als zunimmt ». Après ces citations, on ne s'étonnera pas que 
nous considérions la question comme entière. 
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INTRODUCTION. 

Un des problèmes les plus importants que se propose l'Analyse moderne 
est rintégration des équations diflerenlielles. La solution en a ctc pour- 
suivie dans bien des directions; je n'examinerai ici que celles où la théorie 
des groupes s'est montrée, jusqu'à présent, le plus féconde. 

Une équation différentielle étant donnée, on s'est efforcé d'abord d'en 
exprimer l'intégrale par des fonctions connues ou des quadratures effec- 
tuées sur de telles fonctions. On put ainsi intégrer les équations différen- 
tielles linéaires à coefficients constants, les équations du premier ordre 
appartenant aux catégories suivantes : équations à variables séparées, 
équations homogènes, équations linéaires, équations de Jacobi, etc. Mais 
les méthodes d'intégration employées étaient spéciales à chaque type 
d'équations et n'avaient aucun lien commun, jusqu'à ce que M. Lie re- 
marquât que toutes les équations ainsi intégrées restent invariables par les 
transformations d'un groupe continu; cette observation le conduisit à un 
procédé général d'intégration s'appliquant à toutes les équations étudiées 
par les anciens mathématiciens. D'une façon générale, la connaissance 
d'un groupe de transformations qui laisse invariable un système d'équa- 
tions différentielles permet d'en simplifier l'intégration; M. Lie (^) se 

(*) LiE-ScDEFFERS, Vorlcsungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infi- 
nitesimalen Transformât ion en et les Mémoires de M. Lie {Mathematische Annaien, 
t. XXIV et XXV. Leipziger Derichte; 1895). 
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posa donc le problème suivant : Intégrer un système adéquations diffé- 
rentielles admettant un groupe connu, 

La notion de groupe conduit ainsi à un principe très général d'intégra- 
tion. Mais il faut remarquer que les méthodes de M. Lie ne s'appliquent 
qu'à des systèmes particuliers d'équations différentielles; elles ne donnent 
aucun moyen de caractériser la difficulté du problème d'intégration pour 
un système quelconque. Le point de vue auquel s'est placé M. Lie rappelle 
celui de Lagrange et d'Abel dans l'étude des équations algébriques. 

De plus, il n'y a (ju'un très petit nombre d'équations dilTérentielIes 
dont l'intégrale s'exprime par des fonctions connues; il fallut donc modifier 
l'énoncé du problème d'intégration et l'on se proposa Yétude analytique 
des fonctions vérifiant les équations différentielles. Cauchy démontra 
l'existence des intégrales et en donna les développements en série autour 
d'un point non singulier; Briot et Bouquet, puis M. Fuchs commencèrent 
l'étude des singularités. La notion de groupe discontinu s'introduisit lors- 
qu'on voulut étudier les fonctions intégrales dans tout le plan. En ce qui 
concerne les équations différentielles linéaires pour lesquelles les résultats 
obtenus se présentent sous la forme la plus simple, nous avons l'énoncé 
suivant : 

■ 

Lorsque la variable décrit dans le plan un contour fermé quelconque , 
les intégrales d^uîie équation linéaire subissent une substitution li- 
néaire; les substitutions relatives aux divers contours que Von peut 
tracer dans le plan forment un groupe discontinu que Von appelle 
groupe de monodromie de V équation. 

Cette notion de groupe de monodromie est devenue la base de l'étude 
analytique des équations linéaires. MM. Jordan, Schwarz, Fucbs, Klein, 
Painlevé s'en sont servi pour rechercher les intégrales algébriques, 
M. Poincaré pour étudier les transcendantes qui intègrent les équations 
linéaires à coefficients algébriques. 

Nous poursuivrons ici l'application de la théorie dos groupes aux équa- 
tions différentielles en nous plaçant à un troisième point de vue qui, comme 
nous le verrons, comprend les deux que nous venons d'indiquer. Il consiste 
en l'extension aux équations différenlielles des idées introduites par Galois 
dans la théorie des équations algébriques. 

M. Picard ouvrit la voie {Comptes rendus; i883. Annales de la Fa- 
culté de Toulouse; 1887) en énonçant le théorème suivant : 
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A toule équation diffcrenllelle linéaire d^ordre n correspond un 
groupe algébrique de transformations linéaires à n variables y qui jouit 
de propriétés analogues à celles du groupe de Galois d^une équation 
algébrique. 

Dans sa Thèse (^Annales de Vbcole Normale; 1892), M. Vcssiot dé- 
montra complètement la double propriété du. groupe précédent, que nous 
nommerons groupe de rationalité de Téquation. Il fit voir quelle relation 
étroite existe entre le problème d'intégration et le groupe de rationalité. 

M. Drach, enfin {Comptes rendus; 1893, 1895), étendit la théorie de 
Galois aux équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

Le travail suivant est divisé en deux Parties, où je résous deux questions 
distinctes, se rattachant néanmoins toutes deux au point de vue qui nous 
occupe maintenant. 

La première Partie est consacrée à l'étude analytique des singularités 
des équations différentielles linéaires à coefficients rationnels et à la classi- 
fication des transcendantes qui les intègrent. 

Au Chapitre I, je montre qu'à chaque point singulier a d'une telle équa- 
tion est attaché un groupe de transformations linéaires qui joue, dans 
l'étude de la singularité, le même rôle que le groupe de Galois dans la ré- 
solution d'une équation algébrique, où le groupe de rationalité dans l'inté- 
gration d'une équation différentielle linéaire. Ce groupe, que nous appelons 
groupe de niéromorphie y car ses invariants différentiels s'expriment par 
des fonctions de x méromorphes au point a, caractérise la nature du point 
singulier. Il y a, pour une équation d'ordre /^, autant de classes de points 
singuliers qu'il y a de types de sous-groupes dans le groupe linéaire à // 
variables. 

Au Chapitre II, j'établis les relations qui existent entre le groupe de ra- 
tionalité, le groupe de monodromie et les groupes de méromorphie relatifs 
aux divers points singuliers d'une équation linéaire. 

Au Chapitre III, j'élargis le champ d'application des méthodes de Galois, 
et je montre comment elles conduisent à la notion de groupe de mono- 
dromie. Le groupe de rationalité nous donne la position des intégrales par 
rapport à l'ensemble des fonctions rationnelles, tout comme le groupe de 
monodromie donne leur position par rapport à l'ensemble des fonctions 
uniformes. De la même façon, un autre groupe linéaire donnerait les rela- 
tions des intégrales avec l'ensemble des fonctions réelles, et il est probable 
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que ce groupe jouera un rôle important dans l'étude des courbes définies 
par les équations différentielles linéaires. Les méthodes de Galois sont tou- 
jours applicables lorsqu'on veut étudier les propriétés des fonctions inté- 
grales analogues à celles dont il est question ici : rationalité, méromorphie, 
uniformité, réalité, etc. 

J'indique aussi, dans ce Chapitre, quelle est, à mon point de vue, la 
marche à suivre pour l'étude analytique des intégrales. 

Le Chapilre IV contient une application des résultats précédents à la clas- 
sification des transcendantes qui intègrent les équations linéaires à coeffi- 
cients rationnels. Le dernier terme de la classification est constitué par les 
équations qui appartiennent à une même espèce de Riemann. J'établis 
quelques propriétés de ces équations, et j'expose une méthode qui permet 
de reconnaître si deux équations données sont ou non de même espèce. 

La deuxième Partie est consacrée à la détermination du groupe de ratio- 
nalité d'une équation différentielle à coefficients rationnels (ou algébriques). 

Le Chapitre V contient l'exposition des généralités, ainsi que la marche 
à suivre pour la résolution du problème pour une équation d'ordre quel- 
conque. 

Je m'occupe ensuite aux Chapitres VI, VII et VIII des équations du 
deuxième, troisième et quatrième ordre. Grâce à une classification nouvelle 
des groupes linéaires homogènes, je montre que la détermination du groupe 
de rationalité est ramenée à la résolution du problème suivant : 

Rechercher si une équation différentielle linéaire à coefficients ra- 
tionnels admet une intégrale dont la dérivée logarithmique est ration- 
nelle ou algébrique. 

On sait toujours résoudre ce problème, et l'on arrive à cette conclusion : 

On peut toujours déterminer le groupe de rationalité d^une équation 
linéaire d^ ordre 2, 3 o« ;^, ou en ramener la détermination à V étude 
d'une intégrale abélienne. 

Nous trouvons ainsi, et par la méthode la plus simple, tous les cas pos- 
sibles de réduction d^une équation linéaire du quatrième ordre. Nous 
connaissons dans chaque cas les relations algébriques qui existent entre la 
variable indépendante et les éléments d'un système fondamental. 

J'indique enfin comment on peut profiter de ces relations pour simplifier 
le problème d'intégration et le ramener à sa forme canonique. 
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La méthode suivie s'étend immédiatement aux équations d'ordre supé- 
rieur. 

Au Chapitre IX, je ramène le problème de la détermination du groupe 
de monodromie attaché à un point singulier d'une équation linéaire, à la 
forme canonique suivante : 

Rechercher si une équation différentielle linéaire à coefficients ra- 
tionnels admet une intégrale dont la dérivée logarithmique est méro- 
morphe (^intégrale normale). 

Je montre comment les travaux de M. H. von Koch permettent d'étudier 
cette question. 

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été présentés à 
l'Académie des Sciences (23 novembre 1896, 22 mars et 12 juillet 1897, 
7 mars 1898). Dans une Note parue le 3o novembre 1896, j'ai montré com- 
ment les principes exposés dans la première Partie conduisaient aussi à 
une classification des singularités des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre; les résultais obtenus seront exposés dans un Mémoire qui 
paraîtra prochainement. 

Une bibliographie complète me paraissant très difficile à faire, je me 
suis borné à citer les Mémoires qui m'ont été utiles. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDE DES SINGULARITÉS ET CLASSIFICATION DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES HOMOGÈNES. 



CHAPITRE I. 



LES POINTS SINGULIERS D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE ET LEURS GROUPES 

DE MÉROMORPHIE. 



1. Equations linéairrs du premier ordre. — Nous allons montrer 
d'abord comment l'cludc des singularités des équations différentielles 
linéaires homogènes à coefficients rationnels nous a conduit à un principe 
général, permettant de classer les singularités de toutes ces équations. 

En supposant que le point singulier étudié soit le point :r = o, réquation 
peut s'écrire 



r 
7 



I 






/'(■r) 



P( -) étant un polynôme en - cl f{x) une fonction holomorphe et diffc- 

rente de zéro au point Jt' = o. 
En intégrant, nous obtenons 



et nous avons à distinguer trois cas. 



A. Le polynôme P(-) est nul (ou constant) et a est un nombre entier 
positif ou négatif. Dans ce cas 

et la fonction y est méromorphe au point x = o. 

Nous verrons plus loin qu'il y a avantage à considérer y comme l'inva- 
riant du groupe 



(«) 



V = v, 



formé de la seule transformation identique. 
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B. Le polynôme 1^(- ) est nul (ou constant) et a est un nombre com- 
mensurable positif ou négatif —> p ciq étant premiers entre eux 

p 

Lorsque x tourne autour du point a; = o, y prend q valeurs y^ , y.^^ . . . , 
y^ qui se déduisent de Tune d'elles par les substitutions du groupe 

{b) Y = £JK, £9-1. 

La fonction j^^ est l'invariant le plus simple de ce groupe et nous remar- 
quons immédiatement que cet invariant est mévomorphe au point ic = o 

C. Nous réunirons ici les cas qui n'ont pas été étudiés en A ou en B. 
Lorsque x tourne autour du point o, y prend, en général, une infinité de 

valeurs, qui se déduisent de Tune d'elles par les substitutions du groupe 

(7) Yme^^^'^j, /i = o, ±1, ±2, 

Ce groupe est compris dans le groupe continu 

dont l'invariant différentiel le plus simple est^« Cet invariant est méro- 
morphe autour du point x =^0 









L'analyse des cas A, B, C nous conduit donc à ce résultat, quà tout 
point singulier d'une équation linéaire homogène du premier ordre 
à coefficients rationnels^ est attaché un groupe de transformations li- 
néaires (a), (U) ou (c), dont les invariants sont méromorphes au voisinage 
du point singulier. 

Ce résultat une fois acquis, il n'est pas difficile d'arriver à la Conviction 
que le même fait a lieu pour les singularités de toutes les équations linéaires 
à coefficients rationnels. Pour le démontrer d'une façon précise, je suivrai 
une méthode exactement parallèle à celle qu'emploie M. Picard (TVaiV 
d'Analyse, t. III) pour arriver à la notion du groupe de ratiooalilé ^' 
équation linéaire. 
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2. Groupes de méromorphie des points singuliers d^une équation 
linéaire. — Considérons l'équation différentielle linéaire 

dont nous supposons pour le moment les coefficients rationnels. Désignons 
pary^, ^2? "-'t Yn^^ système fondamental d'intégrales et posons 

les quantités u étant des fonctions rationnelles arbitraires. 

En différentiant cette équation n^ fois et remplaçant, lorsqu'il y a lieu, 

"^ir V'^^ ^^ valeur tirée de i équation (i), on obtient un système d'équations 

dW d'^^V . . » . dv 

exprimant V,-^, •••^-i— ^en fonctions linéaires et homogènes de j^^,-^,..*. 

En éliminant ces //* quantités, on voit que la fonction V satisfait à une 
équation différentielle linéaire à coefficients rationnels d'ordre /i', si les u 
sont des fonctions rationnelles arbitraires (voir Picard, Traité d'Analyse, 
t. m, p. 532). Cette équation, que l'on nomme la résolvante de l'équa- 
tion (1), s'écrit 

De plus, le même système d'équations montre que les intégrales j^^^ , 
y^t •••? Xn'i et leurs dérivées s'expriment par des fonctions linéaires à coef- 

lîcients rationnels de V, -7-, . . • > , ,. , 

dW ^«'-' V 

^ .^ ^ dV ^ d'^''-'\ 



dV /i'»'-' V 

y„ — X, \ 4- >.î -7- -h . . . -h K^ ..^.._, 



dx " dx 



Ces formules montrent qu'à toute intégrale de réquation(E) correspond 
un système d'intégrales y < , y.^^ ..., y^^ de l'équation (i). Ce sera un système 
fondamental, sauf le cas où le déterminant formé par les j^ et leurs dérivées 
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jusqu'à Tordre n — i serait nul, ce qui donnerait l'équation 

(9) <p(^^,v,^, ...,^j = o, A<m'-.. 

ç étant un polynôme entier par rapport à tous ses arguments. Ainsi, à 
toute intégrale de l'équation (E), ne satisfaisant pas à l'équation (ç), cor- 
respond un système fondamental d'intégrales de l'équation (i). 

Ceci posé, considérons un point singulier a de l'équation (i); les coeffi- 
cients des équations (i), (E) et ((p) sont rationnels en x et, par suite, 
méromorphcs au voisinage du point a. Il pourra arriver que certaines 
solutions de l'équation (E), n'appartenant pas à l'équation (ç), vérifient 
l'équation 

/étant un polynôme entier, par rapport aux quantités V, -7-5 • • -, -z—^ dont 

les coej/îcients sont des fonctions de x, non plus rationnelles, mais 
méi^omorphes au point « ( * )• 

Nous verrons plus tard que, en général, c'est-à-dire si l'équation (i) est 
prise arbitrairement, il n'y a pas d'autre équation (/) que l'équation (E) 
elle-même. 

Mais il peut aussi en être autrement et nous allons étudier les cas très 
étendus où il existe des équations (/); parmi toutes ces équations, consi- 
dérons celles qui sont d'ordre moindre et, parmi celles-ci, l'une de celles 

de moindre degré en ^-^que nous appellerons (/). Dans ce cas, /est algé- 
briquement irréductible par rapport à -3— ^ et il est facile de voir que toute 

solution de (/) appartient à l'équation (E). En effet, s'il n'en était pas 
ainsi, on pourrait déduire des équations (E) et (/) une équation (/, ) 
d'ordre moindre que vérifieraient toutes les solutions communes à (E) et 
à (/) parmi lesquelles sont certaines intégrales de (E) ne satisfaisant pas 
à (ç). L'existence d'une telle équation (/,) est contraire à l'hypothèse; 
l'intégrale générale de (/) appartient donc à l'équation (E). 



(') C'est ici que ces considérations se distinguent de celles de M. Picard qui, étudiant 
les intégrales dans tout le plan, considère une équation (/) rationnelle aussi par rapport 
à X, 
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Il en résulte que cette intégrale s'écrit 

\ HT f,)^ \\ H- a)j V, -+-... -f- o).|»\ ,1^; 

les V/ étant des solutions indépendantes de Téqualion (E) et les (O/ des 
constantes. Kn écrivant que cette équation vérifie Téquation (/), nous 
obtenons des relations nécessairement algél)ric|ues entre les constantes co,-, 
(jui permettent de les e\[)rimer en fonctions algébriques de p constantes 
arbitraires [car l'intégrale de (/) doit dépendre de p constantes]. Ainsi 
les/> constantes figurent algébriquement dans Tintégrale générale de f 

V — - V [C^'), >.,, Ai, . ..,>.,,] = V [(x), >.]. 

Ceci acquis, soit^J, . . .,^'" le système fondamental correspondant à une 
solution \^ = V f(x*), A°], et ^[, . . . ^yl^ celui (jui correspond à la solution 
V' = V [(x), A* J. Pour que les expressions j'°, . . . ,yl^ y\^ , . .,yl aient un 
sens bien déterminé et unique, nous supposerons que Ton ait fait, dans le 
domaine du point a, une coupure rendant uniformes toutes les intégrales 
de Téquation linéaire. Il suffit, par exemple, de tracer une ligne parlant 
dé a et allant jusqu'à la limite du domaine; les fonctions j^'®,^* et, par 
suite, V® et V sont alors bien déterminées et uniformes. 

Les intégrales^" dépendent algébricjuement des quantités X® et les inté- 
grales^* des quantités A'; mais Ton a 

( y}, — ^fn\y1 -^ (fmyi -^ • • • -h ««« v,*;, 

et il résulte de ces é([uations que les quantités a, qui sont indépendantes 
de X', sont des fonctions algébriques des paramétres X° et A*. Si nous don- 
nons aux X" des valeurs numériques fixes en laissant varier les X', les équa- 
tions (2) définiront un ensemble de transformations linéaires dont les 
coefficients dépendent algébriquement des paramétres variables. 

Cet ensemble forme un groupe. 

Nous devons démontrer que le produit de deux transformations de Ten- 
semble (2) est une transformation de cet ensemble. Pour cela, considérons 
une troisième intégrale de Téquation (/), V*= V [(x), X*], ne satisfaisant 
pas à l'équation (0). Il lui correspond le système fondamental ^J, . . ., y^ et 



LES ÉQrATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H. II 

Ton a 

(3) , 

les quantités t,^ n'étant pas autre chose que les quantités a/y^ où Ton a 
remplacé les valeurs X* par les valeurs X*-. 
Le produit des transformations (2) et (3 ) est 



i 



Yi = ^11 rî -f- 6,,/; -4- . . . 4- b^n ri, 



et il nous faut prouver que Ton a les relations 

(5) , 

( Y,, = C,,,/; 4- C«,>'; -h ... 4- CnnVl—yl. 

OÙ les quantités C/^ ont précisément les valeurs que prennent les quantités 0^^ 
quand on y remplace les A' par de nouvelles valeurs X'. 

Cela revient à démontrer que les intéf^rales Y correspondent à une inté- 
j^rale V^ = V [(.r), X^ J appartenant à (/). 

Les systèmes fondamentaux ^",^*,^^, Y correspondent respectivement 
aux intégrales V", V\ V-, V de la résolvante (E) et nous savons que les trois 
premières appartiennent à (/) ; il faut démontrer que V est aussi une inté- 
grale de (/). 

Or on a 

v*= w,yî -H. . . 4- u„yi— u, jj -h ... 4- ii«y;;, 

V =//,Y, 4-...4- ^/„Y«~U,j|4-. ..4-U«v;,, 

d'après les formules (3) et (4). Kn remplaçant dans les deux dernières 
égalités les intégrales y° ct^* par leurs valeurs en fonction de V" et de V', 
nous obtenons 






> 
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OÙ l'expression R est une fonction rationnelle des quantités V, ^5 • • •> -^—^ > 
dont les coefficients sont des fonctions de x mcromorphes au point a. Les 
dérivées -j—^ ont été éliminées à l'aide de l'équation (/). 
Si je fais maintenant sur l'équation y = o la transformation 

<^) v.=„[,.,,v,^ *Y], 

cette équation deviendra 



,,r , .„ d\' dp\'^ 



qui admettra la solution V'=: V*. Cela suffit pour démontrer qu'elle est 
identique à l'équation 






En effet, s'il n'en était pas ainsi, la fonction V* et, en général, toutes les 
solutions communes aux équationsy= 0,/*' = o vérifieraient une équation 






qui serait d'ordre inférieur à celui de /, ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse fondamentale. 

La transformation (5) change donc l'équation /= o en elle-même; V est 
donc une intégrale de cette équation et le théorème que nous avions en vue 
est démontré. 

Ainsi les transformations linéaires homogènes (2) forment un groupe. 
.\ous exprimerons ce fait que les coefficients a de ces transformations 
dépendent algébriquement des paramètres arbitraires en disant que ce 
groupe est algébrique. 

Nous énoncerons donc, comme conclusion à ce paragraphe, ce premier 
résultat : 

Théorème \, — A tout point singulier a cVune équation différentielle 
linéaire^ homogène, d'ordre n, à coefficients rationnels, est attaché un 
groupe algébrique de transformations linéaires homogènes à n va- 
riables. 
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Ce groupe ga sera appelé le groupe de méromorphie de réqualion rela- 
tif au point a. 

3. Propriétés du groupe de méromorphie, — Nous allons établir deux 
propriétés fondamentales de ce groupe qui justifieront le nom que nous 
venons de lui donner; elles sont tout à fait analogues aux propriétés du 
groupe de rationalité d'une équation linéaire démontrées par MM. Picard et 
Vessiot. 

Théorème II. — Toute fonction rationnelle de Xj y^^ y^^ , . .j yn (^t de 
leurs dérivées qui s'exprime par une fonction de x^ méromorphe au point 
a, reste invariable quand on effectue sur y ^^ y. ^^ --^yn une substitution du 
groupe g^. 

Lorsque nous parlons de Tin variabilité d'une fonction, nous la considé- 
rons toujours comme dépendant de la seule variable x. Il peut très bien 
arriver que la fonction considérée où les y sont regardés comme des 
variables indépendantes, soit altérée par une transformation linéaire, 
tandis que sa valeur ne change pas lorsqu'on y a remplacé les y par les 
intégrales de l'équation considérée; c'est de cette dernière invariabilité 
qu'il s'agit ici. 

Supposons que l'on ait 

et remplaçons y", . . ., y)J et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de 
V®; nous obtenons 

F(^,7?, ...,7J, ...) = G[(^),V%^,...,^J=Fo(a:). 
Puisque Fq(x) est méromorphe autour du point a, l'équation 



[(^), V, 



dV ^''V1_ 



clx dxP J 



Fo(^) 



est analogue à l'équation (/) et elle a, avec cette dernière équation, une 
intégrale commune V® ne satisfaisant pas à (^). Elle admet donc toutes les 
solutions de (/) et l'on a 
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Enfin régalité 
nous conduit à 

La fonction F est donc invaria])lc au sens que nous avons donné à ce 
mot. 

Théorème III. — Toute fonction rationnelle de x^ yi^y^f • • •? JKn ^^ ^^' 
leurs dérivées qui reste imariable par les transformations du groupe 
ga ^^^ '^^'^' fonction de x, niéromoiphe au point a. 

Soit F(x,y,,y2î • • m//ïj • • •) ^^^^ fonction rationnelle de tous ces argu- 
ments, telle que 

En remplaçant les intégrales jk" et y* par leurs valeurs en fonction des 
intégrales V® et V*, nous obtenons 

Ainsi, quelle que soit rinlcgrale V de l'équation y = o, on a 






Je dis que F^(x) est une fonction méromorphe au point a. En effet, si fji 
est le degré de/ par rapport à -j-j » on peut supposer G de degré [i. — i au 

plus. Donnons à x une valeur ^ voisine de a et considérons les intégrales 
de /= o qui, pour x = />, prennent, ainsi que leurs p — i premières déri- 
vées, des valeurs initiales arbitraires V„, (-r-) ? •••' ( -tt^^zt ) ; ^^s inté- 
grales sont en nombre [jl, puisque /= o donne [jl valeurs distinctes pour 
-j— ^ • L equatjon 

doit être vérifiée pour ces a valeurs de -j-^^ et puisqu'elle est de degré ui — i 
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en -7—; » elle est identiquement vérifiée. Ainsi, quelles que soient les valeurs 

attribuées à V, -r-» •••> -j-:];' tr garde la même valeur; elle ne dépend donc 
pas de ces variables et l'on a 

M^.=c.[<...v,S ^S]=o['^'.^-(S);-(S).]' 

ce qui prouve que ¥q{x) est méromorphe au voisinage de a. 

Les théorèmes II et III expriment les deux propriétés fondamentales du 
jiroupe de mérornorphie de Téquation linéaire relatif au point a. Ils sont 
tout à fait analogues aux théorèmes de Galois sur les groupes des équations 
algébriques, de MM. Picard et Vessiot sur les groupes de rationalité des 
équations difTérentielles linéaires. 

Ces deux propriétés sont d'ailleurs caractéristiques du groupe g^ qui est 
ainsi formé de toutes les transformations linéaires laissant invariables toutes 
les fonctions rationnelles de :>c-, y,, ..., y;^ et de leurs dérivées, méro- 
morphes au point a. En effet, supposons que toutes ces transformations 
forment un groupe G^ différent du groupe g^^, Le théorème II montre ([ue 
le groupe G,^ contient toutes les transformationsdu groupe ^^,, qui est donc 
un de ses sous-groupes. De plus, le théorème III nous apprend que toutes 
les fonctions invariables par rapport à «^,, sont méromorphes au point a et 
par suite invariables par rapport au groupe G^. 

Les invariants du groupe G« sont donc les mêmes que ceux du sous-groupe 
ga'^ cela suffit pour pouvoir affirmer que ces groupes sont identiques. 

4. Groupe de mérornorphie et groupe de monodromie au point a. — 
Lorsque la variable x tourne autour du point a en franchissant la coupure 
tracée au n^ 2, les intégrales y^ se changent en des intégrales z^ qui 
s'expriment en fonction des y^ par les formules 

qui définissent une substitution linéaire S. Lorsque x tourne un nombre 
quelconque de fois autour du point a, le groupe de substitution des inté- 
grales se compose de la substitution S et de ses puissances; c'est, COJ 
l'on sait, le groupe de monodromie de Téquation dans le domai 
point a. 

Ce groupe, qui est toujours discontinu, ne se confond avec le gr 
de méromorphie relatif au point a, que dans les seuls cas particuliers 
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celui-ci est aussi disconlinu. C'est ainsi qu'au n** 1 les groupes (a) et (6) 
sont à la fois les groupes de monodromie et de méromorphie relatifs à Tori- 
gine. Au contraire, dans le cas général C, le groupe (y) est un sous-groupe 
du groupe de méromorphie (c). 

Ce dernier résultat est général : le groupe de méromorphie contient le 
groupe de monodromie. 

En effet, lorsque x tourne autour du point a, les intégrales y^ se 
changent en les intégrales z^ et l'intégrale V* de (/) en une autre intégrale 
U® de cette même équation. La substitution S correspond au changement 
de V® en U®; elle appartient donc au groupe de méromorphie. 

5. Le groupe de méromorphie est déterminé à une transformation 
linéaire près. — Nous avons choisi arbitrairement une quelconque des 
équations (/) qui remplissent les conditions fixées au n** 2. Que devient le 
groupe de méromorphie lorsqu'on remplace l'équation (/) par une autre 
équation (/, )? 

Par le procédé employé au n** 2, nous définirons un nouveau groupe ^|^. 
Aux intégrales U® et U* de l'équation /,(U) = o correspondent les systèmes 
fondamentaux z% ..,yZlGiz\, ....z^dc l'équation linéaire ; le groupe ^,« sera 
formé de toutes les transformations linéaires faisant passer des intégrales c® 
aux intégrales z*j lorsqu'on suppose que U® est une intégrale déterminée 
de (/, ) et U* son intégrale générale. 

Nous avons les relations 

d'où il résulte 

a et P étant des fonctions rationnelles de x. 

Il est maintenant facile de voir que la transformation 

d\ 

change l'équation /(V) = o en l'équation /i(U) = o. En effet, si nous 
désignons par/'(U)= o l'équation transformée de (/), les deux équations 
(/i) et (/') ont une intégrale commune U° et, par suite, ont toutes leurs 
intégrales communes, comme nous l'avons déjà vu bien souvent. 



LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H.I7 

Donc, si nous appelons U* Tinlégrale de (/, ) qui correspond à V*, nous 
aurons 

^ dx 

et cette formule nous conduit immédiatement aux relations 

Les équations (6) et (7) montrent que le groupe g^^ est le transformé 
du groupe g^ par une substitution linéaire convenable. Nous dirons que 
ces groupes sont homologues dans le groupe linéaire homogène général 
formé par toutes les transformations linéaires à n variables, ou bien encore 
qu'ils appartiennent au même type. 

La démonstration suivante (') nous conduira plus rapidement au même 
résultat. 

Lorsqu'on a choisi pour^J, ...,y« ^" système bien déterminé d'inté- 
grales 

(le sens des expressions /" est bien déterminé et unique, lorsqu'on a 
effectué une coupure dans le domaine du point a) le groupe de méromor- 
phie est bien déterminé, car c'est, comme on l'a vu au n" 3, le groupe formé 
par toutes les transformations linéaires qui laissent invariables toutes les 
fonctions rationnelles de x^ j^", ...,^^" et leurs dérivées qui sont méro- 
morphcs au point a, après qu'on y a remplacé les quantités y,® par les 
expressions // . 

Mais ce choix d'intégrales est arbitraire, et nous pourrions tout aussi bien 
désigner par les lettres y", . . .,^" et prendre pour point de départ de nos 
considérations les nouvelles intégrales que l'on obtiendrait par la résolution 

des équations 

/; = A/iyî-4-. . .-h A,„yJ (i — iy 2, . . ., n). 

Ce ne sont plus alors les mêmes fonctions de y", . . ., y^l qui sont méro- 
morphes au point a, mais, au contraire, d'autres fonctions qui se déduisent 
des premières en changeant y" en A/,yJ-i-. . . 4- A/„j)^^^. Le groupe de 
transformations linéaires qui laissera invariables ces nouvelles fonctions 
sera donc le transformé du premier groupe par cette substitution linéaire. 

(^) Ce mode de raisonnement est emprunté à M. Vcssiot qui l'emploie pour établir le 
théorème analogue relatif au groupe de rationalité. 

Fac. de T, - XII. H. 3 
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Remarque. — Pour la commodité du langage, nous avons supposé 
jusqu'ici que Téqualion diffcrentielle linéaire étudiée avait ses coefficients 
rationnels; cela n'est nullement nécessaire : il suffit que ces coefficients 
soient méromorphes au point a. 

fi. Réduction du problème d'intégration au point a, — Les fonctions 
y M ^^2? "") Yn sont des intégrales de l'équation 



fin y d'^-'^y 



H- Pnf — O 



et vérifient par suite les égalités 






-- -h,..-hp„yi=zo (/=i, 2, . . ., n). 



En résolvant ces équations linéaires par rapport à p,, /?2, . . ., p^j nous 
obtenons le système d'équations dilTérentielles suivant, que vérifient les 

fonctions/,, 72? •••?7;.? 



(B) 






i^=-P^ 



• f 



A.- 



-—P 



»/i 



/> 



= — Pn 



On a posé 



dûc"-' 



djr"-^ 






J« 



et A/ est le déterminant obtenu en remplaçant dans A les éléments de la co- 
lonnc de rang i par -j^ j • • • j -7^ • 

Nous remarquons que les premiers membres des équations du système (8) 
sont des invariants différentiels du groupe linéaire homogène général; les 
seconds membres sont des fonctions rationnelles connues de la variable 
indépendante. Nous aurons souvent à considérer de tels systèmes d'équa- 
tions que nous nommerons systèmes canoniques. 

Nous voulons étudier les intégrales dans le voisinage du pointa. Pour 
cela, nous développons les fonctions p,, p^, •-, Pn suivant les puissances 
croissantes de x — a; ces fonctions sont méromorphes au point a, de sorte 
que le nombre des termes à exposants négatifs est limité. L'étude des inté- 
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grales autour du point a ou, comme nous dirons à Tavenir, le problème 
d'intégration au point a, consiste en Tétude des équations (8), lorsque la 
variable indépendante reste dans le domaine du point a. Nous allons voir 
de quelle importance est, pour cette étude, la notion de groupe de méro- 
morphie. 

Soit g a le groupe de méromorphie de l'équation relatif au point a. Les 
invariants différentiels de ce groupe sont méromorphes en a, d'après le 
théorème III. Prenons, parmi ces invariants, les plus simples /,, /a, . . . , 
fr en nombre suffisant pour que les transformations qui n'altèrent pas /,, 
/a? ' ' t fr soient les transformations du groupe g^ et celles-là seulement. 
Ces fonctions y* forment alors un système d'invariants caractéristiques du 
groupe ga- Lorsqu'on y remplace les intégrales y,, y^^ - - —> Yn V^^ ^^"^ 
valeur exprimée en x^ ces invariants deviennent des fonctions /^(oo) méro- 
morphes en a. Les intégrales ^,,^2? ..., ^n vérifient donc le système d'équa- 
tions suivant : 



(9) 



/l(/l. ••-//.» Ê> •••)-= /;(^)' •••. /r(7)=/?.(^). 



De plus, toute autre relation 



f|^(^),7„7î, -'^yny-j^y •••J = o, 



où F est un polynôme par rapport aux y», . . .,y/i? ^^' dont les coefficients 

sont méromorphes en x, sera une conséquence des équations (9). 

En effet, la fonction F reste invariable pour toutes les transformations 
du groupe ^^ (théorème II), c'est-à-dire pour toutes les transformations qui 
n'altèrent pas /<, /a, . . -./r- Elle s'exprime donc en fonction rationnelle de 

/ij/aj •••?//•• 3^' •"' avec des coefficients méromorphes en :z: (t;of/' Picard, 
Traité d'Analyse, t. III, p. 558) : 

F|(-3:*)»7n7î» ...,ri., -^y • • • 1 = G (.r),/», /„ ...,f,^Jl, ... j. 

La relation G = o doit être identiquement vérifiée quand on y remplace 
les fi par les expériences /", sans quoi on aurait une relation où figurerait 
seule la variable indépendante. La relation F = o n'est donc pas distincte 
des équations (9). 
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En particulier, les équations (8) sont une conséquence des équations (9); 
il en résulte que ces dernières sont en nombre au moins égal à n. Dans le 
cas où /• = /i, les invariants/, j/jj 't fr sont indépendants; dans le cas 
où /• est plus grand que az, les invariants f^^fi^ -"t fr sont liés par r — n 
relations algébriques par rapport aux /et à leurs dérivées. 

Nous arrivons ainsi à définir les fonctions jKmJK2? •••î>'ii comme inté- 
grales du système (9). Les premiers membres des équations de ce système 
sont des invariants différentiels du groupe de méromorphie; les seconds 
membres sont des fonctions de x, méromorphes au point a. C'est un sys- 
tème canonique. 

De plus, toute équation, telle que F = o entre y,, y^? Yn^ peut se 

déduire par différentiation et élimination des équations (9). Donc, si Ton 
ne fait pas d'autres opérations que des dilTérentiations et des éliminations, 
on ne peut remplacer le système (9) par un système plus simple; il est, à ce 
point de vue, irréductible, 

La considération du groupe de méromorphie nous a donc permis de rem- 
placer le système canonique (8) par le système (9) qui est plus simple, 
lorscjue le groupe g^ ne contient qu'une partie des transformations du 
groupe linéaire homogène général. Le problème d'intégration au point a 
est alors ramené à une forme plus simple, mais il n'est plus susceptible 
d'autre réduction analogue. 

Enfin, dès que l'on a intégré le système (9), on obtient toutes les inté- 
grales du système (8) en faisant sur les intégrales obtenues une transfor- 
mation linéaire homogène quelconque. 

7. Etude analytique des singularités, — Dans l'étude analytique des 
intégrales autour du point a nous aurons plusieurs cas à distinguer : 

A. Le groupe g^ contient la seule transformation identique. 

Les invariants/, , /a, - - ", fn sont alors tout simplement ^^,,^'2, . . ., y^, et 
l'on a 

Ces intégrales sont méromorphes au point a et le calcul des quantités /" 
donne leurs développements en séries. Ces expressions peuvent être ob- 
tenues par les méthodes de M. Fuchs. 

B. Le groupe g^ est un groupe discontinu. 

Les équations du groupe ne contiennent alors aucun paramètre arbitraire 



LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H. 21 

Cl le nombre N de ses transformations est nécessairement fini, puisque les 
relations entre les a qui les définissent (n*' 2) sont algébriques. 
Les équations 

(9) /l=/?(^')» ..-, fr=fl{^) 

seront donc vérifiées pour N systèmes fondamentaux que l'on obtiendra en 
efTecluant sur une solution quelconque y,, y 2, .. .,y„ les N substitutions 
du groupe g^ (théorème III). De plus, il n'y aura pas d'autres solutions, 
car les fonctions /gardent la même valeur pour les seules substitutions du 
groupe ga- Nous pouvons donc supposer que le système d'invariants carac- 
téristiques /,, /a, .. .,/^ dépend seulement de y,, ^2, . . .,y;,, car, s'il con- 
tenait les dérivées de ces fonctions, les équations (9) seraient vérifiées par 
une infinité de systèmes d'intégrales y,, .,.^y„. 

Pour calculer ^1,^2? •••?>'// î' faudra résoudre les équations (9) par 
rapport à jKi?y27 •••? JK//- Puisque les fonctions /° sont méromorplies au 
point a, la résolution conduira à des expressions algébriques au voisinage 
du point a. Mais on peut préciser bien davantage la forme des intégrales. 

Nous avons vu, plus haut, que le groupe de méromorphie contient le 
groupe de monodromie; je dis que, dans le cas qui nous occupe, ces deux 
groupes sont identiques. En effet, toute fonction rationnelle de x, j',, 
y-if . . M J^/î et de leurs dérivées, qui est invariable pour les substitutions du 
groupe de monodromie, est uniforme autour du point a ; elle est donc méro- 
morphe, car il résulte de la forme des intégrales que les termes à exposants 
négatifs sont en nombre limité. 

De même, toute fonction rationnelle de x, y,, y^, ..., y,, et de leurs 
dérivées, qui est méromorphe au point a, reste invariable pour toutes les 
transformations du groupe de monodromie. Ce dernier groupe est donc 
confondu avec le groupe de méromorphie. 

Or, le groupe de monodromie est composé, comme nous l'avons vu 
au n° 4, d'une substitution S et de ses diverses puissances, qui doivent 
être ici en nombre N. Le groupe de méromorphie qui lui est identique est 
donc le groupe cyclique formé par les substitutions 

Puisque ce groupe n'est déterminé qu'à une transformation linéaire 
près, je puis supposer que la transformation S a la forme suivante : 
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OÙ les ai sont des quantités déterminées, telles que 



«?= I. 



Les invariants de ce groupe sont tout simplement 

1 » y î > • • • » J ni 

et les équations (9) deviennent 

yî= (x— a)*[A -^ kxi-r — a) -+-...]» •••• y^n — i-^ — «)^[L H- L,(a: — a) -h...]» 

d'où Ton déduit 

a X 

j, =: (j? — a)^[k' -\- k\(x — a) -+-...], ..., yn — {:r — a)^[L' -h L\(x — a) H-.-.]. 

Le point a est un point singulier algébrique; les développements que 
nous venons d'obtenir peuvent se calculer par les méthodes de M. Fuchs. 

C Le groupe «■« contient une infinité de transformations . 

Les équations du groupe contiennent alors des paramètres variables et 
les invariants /i, /a, -^^tfr renferment certainement les dérivées des fonc- 
tions y. L'étude des intégrales au voisinage du point a revient à l'étude du 
système 

Pour faire l'intégration il faudra introduire des expressions analytiques 
nouvelles : intégrales définies, exponentielles, etc. Le point a n'est plus un 
point singulier algébrique et, sauf dans des cas particuliers que nous allons 
faire connaître, les intégrales ne peuvent être obtenues par les méthodes de 
M. Fuchs. 

Quelques exemples simples éclairciront ces généralités. 

L Les équations du groupe g^ sont 

où les a, t, . . ., / sont m paramètres arbitraires. 
Les invariants les plus simples de ce groupe sont 

y\ y -i y» 

y , . . . , . 

7i yi yn 



e 
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Ces invariants sont méromorphes autour du point a, de sorte que les 
^nations (9) deviennent ici 



i.2l = p;(_^)^._?i_ 



-h Ai-\-Bi {x — a) -\-, . ., 

(9) 

les expressions P',, . . ., P), étant des polynômes en — — — • 

# 

En intégrant, nous obtenons 

7,= e ^•^-''^'(^r — a)«. [A; -f- B; (^ — a) -+-. . .], 
• » 

j,r3^"^— «^(^-a)«-[A;4-BUJ^-«)-^...]• 
0^ dit alors que l'équation admet, au point a, n intégrales normales. 
Lorsque les polynômes P sont tous nuls, les intégrales sont dites régu- 
lières au point a; on sait reconnaître, par les méthodes de M. Fuchs, dans 
quels cas Téquation a toutes ses intégrales régulières au point a et Ton 
peut alors calculer leurs développements en série. 

IL Supposons que, pour une équation du second ordre, le groupe de 
méromorphie relatif au point a soit 

Les invariants caractéristiques de ce groupe sont 






ils s'expriment par des fonctions méromorphes de x et les équations (9) 
deviennent 



y 

y 



1 \x — aJ X — a 

\ 7i / x — a 

P désigne ici un polynôme en — —— et (p une fonction méromorphe au 
point a, d'ailleurs quelconque. 
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En intégrant, nous obtenons 

.Va — yi[(3 Iog(j^ — rt) -h 9(r — a)]. 

Lorsque le polynôme P est nul, nous reconnaissons la forme donnée par 
M. Fuchs, pour les singularités logarithmiques des équations du second 
ordre. Les intégrales sont alors régulières au point a et Ton peut calculer 
leurs développements en série. 

8. Décomposition du problème d^intcgration autour du point a. — 
Ce qui précède suffit à montrer combien l'étude des intégrales de notre 
équation linéaire autour du point a est intimement liée à la nature du 
groupe de méromorphie; nous allons montrer de quelle importance est la 
structure de ce groupe. 

On sait le rôle que joue, dans la résolution d'une équation algébrique 
par la méthode de Galois, la structure du groupe de l'équation; dans le pro- 
blème d'intégration d'une équation linéaire, la structure du groupe de 
rationalité joue le même rôle, comme l'a montré M. Vessiot. La structure 
du groupe de méromorphie a exactement la même signification pour le pro- 
blème d'intégration autour du point a. 

Les modes de raisonnement étant les mêmes dans les deux théories, je 
me bornerai à énoncer les résultais obtenus, renvoyant pour les démonstra- 
tions au Traité d* Analyse de M. Picard (t. III, p. 557), où il suffira de 
remplacer les mots fonctions rationnelles par fonctions méromorphes 
autour du point a. 

Au point de vue qui nous occupe, le groupe g^ peut présenter deux as- 
pects différents : il peut se faire qu'il ne contienne aucun sous-groupe inva- 
riant; on dit alors que c'est un groupe simple; dans le cas contraire, c'est 
un groupe composé. 

Lorsque le groupe g^ ^^^ simple ^ le problème d'intégration autour du 
point a n'est pas susceptible de décomposition; il comporte l'étude de 
Téquation différentielle (/) dont l'ordre p est égal au nombre de paramètres 
du groupe. Nous dirons que c'est un problème simple d'ordre/?. 

Supposons maintenant que le groupe g,^ soit composé, et considérons 
une décomposition normale du groupe 

.*?<»» & ity ty a9 • • • ? o a — ' • 
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obtenue de la façon suivante : gl est un sous-groupe invariant à pt para- 
mètres de g^, qui n'est contenu dans aucun autre sous-groupe invariant de 
ga et qui est nommé, pour cela, sous-groupe invariant maximum de g„'^ 
gl est un sous-groupe invariant maximum de^^^ et ainsi de suite, jusqu'à ce 
(ju'on arrive à un groupe simple gl^* , qui n'a d'autre sous-groupe invariant 
que celui forme par la transformation identique g^^= i , 

Le problème d'intégration se décompose alors en ^problèmes plus simples 
(ju'il faudra résoudre successivement par la marche théorique suivante. 

Les invariants caractéristiques y^, /a, ...,/r du groupe g^ s'expriment 
par des fonctions méromorphes autour du point a, que l'on suppose connues. 
Ces invariants / sont des fonctions rationnelles des invariants /* du 
groupe gl et de leurs dérivées 



/i — Ki(/J, . . .,//,, ^' ••• )' • • •' /'•— '^f/l» • • •'/'••» 7/^ 



3 



• • . I . 



L'intégration de ce système d'équations différentielles permettra d'exprimer 
les invariants /* par des fonctions de x qui ne seront plus méromorphes; 
cette intégration constitue un problème simple d'ordre p — Pi- 

On connaîtra donc en fonction de x les invariants caractéristiques/* du 
groupe gl] un problème simple d'ordre p* — p^ nous permettra de calculer 
les expressions des invariants caractéristiques/^ du groupe gl^ et ainsi de 
suite, jusqu'à ce que l'on obtienne en fonction de x les expressions des in- 
variants caractéristiques de ^^,, qui sont précisémenty4,y2? • • -j JK/*- 

Notre problème dUntégration a donc été décomposé en une suite de 

s problèmes simples d'ordre p — p\ p^ — p^i --m P^~^ "~ P* =^ P^~^ • 

Un cas particulier fort intéressant est celui où le groupe ga'^p para- 
mètres contient un sous-groupe invariant ga 'à p — i paramètres, celui-ci 
un sous-groupe invariant gl h p -— 2 paramètres, et ainsi de suite; le 
groupe ga est dit alors intégrable^ et M. Lie a démontré que les transforma- 
tions de ce groupe peuvent prendre la forme suivante (nous nous bornons 
aux équations du troisième ordre) 

f yz = dy,-hefi-h/fz. 

Les invariants de ce groupe sont faciles à calculer. Nous trouvons d'abord 

- _^_ - . 

Fac. de T. — XII. H. 4 
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Posons ensuite 

el désignons par .3, el jj les valeurs de z correspondant ky^ et ^3. Lors- 
(ju'on efl'eclue sur les j^ les transformations du groupe g^j les z subissent 
les Iransforniations 

La fonction 

i zzz — lO'" — *'— - 

est donc un invariant du groupe g.^. 

En posant :?^= z^Çudx^ on trouverait de même que 

u\ d . d z^ 

— - zzz lO"" — - 

//, d.r ° do: Zi 

est un autre invariant du groupe g„. 

(^es trois invariants sont des fonctions méromorphes de x el suffisent an 
calcul des intégrales^',, j>%?>^)- O'i «^j en effet, 

-^:=zV'(-^—)^.-^^ H- A -hH (.r-r/)-i-..., 
>'i \.r — o / ,r — a 

^ =:Q'(—^)-\---^~-\'\,-^B,(x- a) -{-..., 
Zi \jr — a J .r — a 



I 



tt, ,../ I \ y 



-^ =1V H ' ^-AJ^-B,(^-a)-h..., 



//i v.r — a j Jc — a 



où P, Q, Il désignent des polynômes en 

En intégrant, nous obtenons les expressions suivantes pour^,,^':^, y.^ 



y\—y\J \e^^''~^~\.v--a)'^0{x — a)Je^ ^-''^^x ■- a)y Il(.r — a) dxjdx. 

D'une façon générale, lorsque le groupe g.^ est intégrable, les intégrales v 
s'expriment par des quadratures successives portant sur des fonctions dont 
la dérivée logarithmique est méromorphe. 

Signalons encore la réciproque de ce théorème : 
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Lorsque y au voisinage du point singulier a, les intégrales s'expriment 
par des quadratures successives à partir des fonctions méromorphes^ le 
groupe de niéromorphie g^ est intégrable. 

M. Thomé s'est occupé de Tctude des points singuliers de cette nature; 
il a montré que les coefficients des polynômes P, Q, R et des séries F, G, 
H s'expriment algébriquement en fonction des coefficients de l'équation 
linéaire. (Y o\r Journal de Crelle, t. 96.) 



Nous résumerons comme il suit les résultats acquis dans ce premier 
Chapitre : 

A tout point singulier d'une équation différentielle linéaire homogène, 
à coefficients rationnels, est attaché un groupe algébrique de transforma- 
tions linéaires homogènes à n variables. 

Ce groupe ^«, que nous nommons groupe de méromorphie de l'équa- 
tion relatif au point a, n'est déterminé qu'à une transformation linéaire 
près. 

Il est caractérisé par les propriétés suivantes : 

I ^ Toute fonction rationnelle de x, des intégrales et de leurs dérivées y 
qui s'exprime par -une fonction de x méromorphe au point a, reste 
invariable par les substitutions du groupe. 

2** Toute fonction rationnelle de x, des intégrales et de leurs dérivées, 
qui reste invariable par les substitutions du groupe, s'exprime par une 
fonction de x méromorphe au point a. 

Le groupe g a contient les substitutions du groupe de monodromie re- 
latif au point a. 

Le système d'équations exprimant, en fonction de x^ les invariants 
caractéristiques du groupe, forme un système canonique irréductible qui 
définit, autour du point a, les intégrales de notre équation. 

La structure du groupe ga joue un rôle fondamental dans l'étude ana- 
lytique des intégrales autour de a. 

Nous avons ainsi classé les singularités des équations différentielles 
linéaires d'ordre n, et il y a autant de classes de points singuliers qu'il 
y a de types de sous-groupes dans le groupe linéaire homogène général 
à n variables. 
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CHAPITRE II. 

GROl I»i:S DK MKR0M0R1MIH4 ET GROUPE DE RATIONALITÉ 



1. Groupe de mêromorphie dans un domaine D. — Nous avons étudie 
jusqu'ici les intégrales de notre éciuation linéaire dans un cercle de centre a 
ne contenant aucun autre point singulier de Téquation. Les résultats que 
nous avons obtenus s'étendent ininiédiatenient à un domaine quelconque D 
à contour simple. Afin de fi\er d'une façon précise les valeurs des intégrales 
y\ty'2'> ••îj>'/i) ï^^^'s faisons, dans le domaine I), des coupures qui rendent 
les intégrales uniformes; il sufiîl, par exemple, d'y tracer des coupures 
partant des poinls singuliers et aboutissant à la frontière du domaine; nous 
choisissons ensuite, pour^',, . . . , y\^ des intégrales déterminées. 

Cela posé, tous les raisonnements faits au Chapitre précédent subsistent 
lorsque nous rem|)laçons l'expression mrromorphe au point a par /;?eVo- 
morphe dans le domaine D. Nous démontrons donc Texistence d'un 
groupe algébricpie de transformations linéaires homogènes ^''i,, caractérisé 
par les deux pro[)riétés suivantes : 

1^ Toutes les fonctions rationnelles de x, de y^^ y^', • • • ? >'« et de leurs 
déri^'éesy qui s'expriment par des fonctions de x méromorphes dans le 
domaine 1), sont inaltérées par les substitutions du groupe, 

2° Toutes les fonctions rationnelles de .r, de y^ , y\,^ . . ., y\ et de leurs 
dérivées, qui sont inaltérées par les substitutions du groupe ^ s'expriment 
par des fonctions de x méromorphes dans le domaine D. 

Ce groupe ^'■„ sera appelé le groupe de méromorphie de VéquatioUy 
relatif au domaine I); il contient le groupe de monodromie relatif à ce 
domaine. 

Le groupe g^^ est parfaitement déterminé dès (jue Ton a choisi les inlé- 
j4 raies y^ (.x), . . ., fn{''') ^Ic ré(juation linéaire, que Ton désigne par j^,, . . ., 
yJ^, Mais ce choix est entièrement arbitraire et l'on aurait pu appeler 
>'m • • -7 yn ^^^ combinaisons linéiiires quelconques de f^ (x), . . . , fn{^)' 
Le nouveau groupe de méromorphie serait alors le transforme du groupe g^^ 
par une substitution linéaire. 

Comme au n" 6 du Chapitre I, nous verrons que l'étude des intégrales de 
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l'équation linéaire dans le domaine D revient à l'étude du système canonique 

OÙ /,, ' -")fr forment un système caractéristique d'invariants différentiels 
du groupe giyOl f^y . . . , /^ sont des fonctions de x méromorphes dans D. 
Tout ce que nous avons dit au Chapitre précédent sur l'étude analytique 
de ce système et sur la décomposition du problème d'intégration reste vrai, 
sauf le point particulier suivant : 

Lorsque le groupe f^i^ est discontinu, on démontre, comme au n*^ 7, qu'il 
est composé d'un nombre fini de transformations et qu'il se confond avec le 
groupe de monodromie; mais, ici, ce dernier groupe n'est pas cyclique en 
général, et l'on ne peut poursuivre le raisonnement que nous avons fait 
alors. 

Si le domaine D s'étend jusqu'à recouvrir tout le plan, les fonctions de.r 
que nous considérons, méromorphes dans tout le plan, sont rationnelles et 
le groupe de méromorphie devient le groupe de ralionalUc G de l'équa- 
tion linéaire. Les intégrales de cette équation sont donc définies par le 
système canonique irréductible 

où F,, . . ., ¥r constituent un système caractéristique d'invariants différen- 
tiels du groupe G, et F®, . . ., F^ sont des fonctions rationnelles de .r. 

2. Relation entre le groupe de rationalité et les groupes de méromor- 
phie, — Considérons un domaine D, contenu entièrement dans un 
domaine D. Les transformations du groupe gy^^ laissent invariables les 
fonctions rationnelles des intégrales y et de leurs dérivées qui sont iiiéro- 
inorphes dans le domaine D, et a fortiori dans le domaine D ; elles appar- 
tiennent donc au groupe g^^. Nous pouvons donc énoncer le théorème : 

Le groupe de méromorphie relatif à un domaine D^ est contenu dans 
le groupe de méromorphie relatif à tout domaine qui comprend D,. 

En particulier^ les divers groupes g^y gb^ • • • relatifs aux points si/i- 
guliers a^ b^ . . , de V équation linéaire sont des sous-groupes du groupe 
de rationalité. 
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Nous savons que ce dernier groupe contient le groupe de monodromie 
de l'équation. Il est facile de monirer que : 

Lr groupe de rationalité est le plus petit groupe algébrique G con- 
tenant le groupe de monodromie et les groupes g^y gbi 

En effet, nous avons vu plus haut qu'il contient ces deux catégories de 
groupe; c'est donc le groupe G ou un groupe qui contient le groupe G. 

Puisque le groupe de rationalité contient le groupe G, toutes les fonctions 
rationnelles des intégrales et de leurs dérivées qui s'expriment rationnelle- 
ment sont invariables par rapport au groupe G. 

De plus, les fonctions rationnelles des intégrales et de leurs dérivées, qui 
sont invariables par rapport au groupe G, s'expriment par des fonctions 
de X uniformes dans tout le plan, puisque les transformations du groupe de 
monodromie ne changent pas leur valeur; elles sont aussi méromorphes au 
voisinage de chaque point singulier, car elles restent inaltérées par les 
transformations du groupe de méromorphie relatif à ce point. Toutes les 
fonctions rationnelles des intégrales et de leurs dérivées, invariables par 
rapport au groupe G, sont donc rationnelles. 

Le groupe G possédant les deux propriétés caractéristiques du groupe 
de rationalité se confond avec lui. 

Dans le cas où l'équation différentielle linéaire a toutes ses intégrales 
régulières autour des points singuliers, M. Klein avait démontré que le 
groupe de rationalité est le plus petit groupe algébrique contenant le groupe 
de monodromie. ( Voir Klein, Lineare Differentialgleichungen,) 



CHAPITRE III. 

i:XTi:\S10N DES MÉTHODES DE GALOIS 



1. Nouvelle définition du groupe de monodromie, — Le fait fonda- 
mental qui nous a permis d'édifier les théories précédentes est celui-ci : 
en faisant les opérations élémentaires, addition, multiplication, division, 
différentiation sur des fonctions méromorphes, on obtient encore des 
fonctions méromorphes. En étendant une dénomination employée en 
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Algèbre, nous exprimerons cette propriété en disant que les fonctions mé- 
romorphes dans un domaine donné forment un corps; les fonctions ration- 
nelles forment aussi un corps. 

La seule hypothèse nécessaire pour que les méthodes de Galois et les dé- 
monstrations de M. Picard s'appliquent est que les fonctions de x que Ton 
considère forment un corps. Les fonctions uniformes sont précisémenl 
dans ce cas ; nous pouvons donc refaire la théorie précédente en remplaçant 
les mots fondions méroniorphes de x par fonctions uniformes de x. 

Notre conclusion sera qu'à chaque domaine D est attaché un groupe 
algébrique G de transformations linéaires homogènes, caractérisé par ce 
fait, qu'il laisse invariables toutes les fonctions rationnelles des intégrales 
et de leurs dérivées qui s'expriment par des fonctions de x uniformes dans 
le domaine D, et celles-là seulement. 

Une démonstration analogue à celle donnée plus haut (Chap. II, n"" 2) 
nous montre que ce groupe G est le plus petit groupe algébrique qui 
contienne le groupe de monodromie du domaine D. C'est un sous-groupe 
du groupe de méromorphie g^^. 

Les fonctions /n^a, ..-j^,, sont donc définies dans le domaine D par un 
système canonique tel que 

OÙ les rf forment un système caractéristique d'invariants du groupe G et 
sont des fonctions rationnelles des intégrales et de leurs dérivées, tandis 
que les i^{x) sont des fonctions uniformes dans le domaine D. 

Pour donner un exemple, nous allons déterminer le groupe G relatif au 
domaine d'un point singulier. Le groupe de monodromie est un groupe 
cyclique, en général infini, formé d'une substitution S et de ses puissances. 
On peut, en général, choisir les intégrales/,, /o» •••7 y'n de façon que S ait 

la forme 

Yi=i6i7i, Yj=£,y„ ..., Y„ =£„/,,, 

où les £ sont des constantes numériques fixes. Le plus petit groupe algé- 
brique contenant S et ses puissances sera, en général, 

où «4, a^, . . ., a„ sont des paramètres variables. Les invariants caractéris- 
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tiques de ce groupe sont îi-L, -^ , . . ., ^ et les équations (i) deviennent 

:> 1 > 2 fn 

0,, O2, . . ., 0^ sont des fonctions uniformes au voisinage du point singulier 
et développables par la formule de Laurent. 

Ce qui précède n'est qu'une transition pour nous permettre de passer à 
une extension plus complète encore des méthodes de Galois. Cependant il 
était intéressant d'attirer l'attention sur les équations (r) qui définissent 
les intégrales par des équations très simples rationnelles en y^^ ---y yn avec 
des coefficients uniformes en x. 

Mais il est bien certain que, au point de vue où nous nous plaçons mainte- 
nant, il n'est nullement nécessaire de nous borner à la considération de 
fonctions rationnelles des intégrales : il nous suffit de prendre des fonctions 
uniformes dey, , y..^ • • -j >""« et de leurs dérivées. Cela sera même nécessaire 
si nous voulons ne faire appel à aucune autre notion que celle d'uniformité. 

Les modifications qu'il convient alors d'apporter aux démonstrations du 
Chap. I sont les suivantes : 



Le premier membre de l'équation 



/(^. V. ^: 



> • • •> —, — 1 = o 



sera une fonction uniforme de r, V, ^» • • • et nous supposerons que cette 

é(juation est irréductible, c'est-à-dire qu'il n'y a aucune autre équation de 
même nature dont toutes les intégrales vérifient/= o. 

Ceci posé, on poursuit facilement les raisonnements faits au Chap. I, à 
cette différence près que Ton ne peut démontrer ici que le groupe trouvé 
est algébrique. 

Nous démontrons donc l'existence d'un groupe F, tel que : 

1** Toute fonction uniforme des intégrales qui s'exprime par une fonction 
uniforme de x est invariable par les substitutions du groupe; 

2^ Toute fonction uniforme des intégrales qui est invariable par les 
substitutions du groupe s'exprime par une fonction uniforme de x. 

Ce groupe F n'est donc pas autre chose que le groupe de monodromie; 
en général, il n'est pas algébrique. 

Nous pouvons donc définir les intégrales par des équations analogues aux 
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équations (i). Le groupe F est discontinu, en ce sens que ses substitutions 
ne contiennent pas de paramètre arbitraire; il possède donc un système 
caractéristique d'invariants $<, $2, ..., $,, fonctions de y^ y2j --^^Yn 
seulement; ce sont des fonctions transcendantes dans le cas où le groupe 
n'est pas algébrique. Ces invariants s'expriment par des fonctions uni- 
formes de X : 

Les intégrales de notre équation différentielle s'obtiendront en résolvant ce 
système d'équations transcendantes. 

2. Élude analytique des intégrales. — L'équation différentielle à 
coefficients rationnels 

ou bien encore le système d'équations (Chap. I, n® 6) 

(A) A ~"~"^*' '"' "Â""~~"^'*' 

définissent les fonctions jKn ^a? •••5 J^» à partir du corps des fonctions 
rationnelles. Mais, tandis que ces équations conservent la même forme 
apparente, elles peuvent définir, suivant les valeurs des fonctions p, des 
fonctions y aussi différentes que le sont, par exemple, les fonctions ration- 
nelles, les fonctions algébriques, les fonctions exponentielles, etc. Notre 
système d'équations (3) et (4) est donc tout à fait insuffisant pour mettre 
en évidence Imposition des intégrales y 1,^2, . . ., y^j par rapport au corps 
des fonctions rationnelles. Cette position sera au contraire parfaitement 
déterminée et apparente si nous définissons les fonctions y parles équations 
que donne le groupe de rationalité (Chap. II, n® 1). 

La connaissance du groupe de rationalité d'une équation différen- 
tielle linéaire donne la position de ses intégrales par rapport au corps 
des fonctions rationnelles. C'est \?i première partie de l'étude analytique 
des intégrales. 

Que faut-il faire maintenant pour poursuivre cette étude, pour trouver 
de nouvelles propriétés des intégrales? Il faut évidemment chercher 
comment elles se relient avec un ensemble de fonctions possédant une pro- 

Fac. de T, — XII. H. 5 
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priété plus générale que la rationalité. Nous chercherons donc à les classer^ 
à trouver leur position par rapport au corps des fonctions méromorphes 
dans un domaine. 

La connaissance du groupe de méromorphie d'une équation différen- 
tielle linéaire y relatif à un domaine quelconque^ donne, dans ce domaine ^ 
la position de ses intégrales par rapport au corps des fonctions méro- 
morphes. C'est Tétude des singularités, deuxième partie de Tétude analy- 
tique des intégrales. 

Enfin, pour terminer, nous étendrons encore le corps des fonctions de 
comparaison en y admettant toutes les fonctions uniformes. 

La connaissance du groupe de monodromie d'une équation différen- 
tielle linéaire donne la position de ses. intégrales par rapport au corps 
des fonctions uniformes. C'est la troisième partie de l'étude analytique 
des intégrales. 

3. Comparaison des méthodes de Galois et de Riemann. — Les mé- 
thodes de Galois, convenablement étendues, nous conduisent donc des pro- 
priétés de rationalité, qui font l'objet des théorèmes de MM. Picard et 
Vessiot, aux propriétés de méromorphie exposées au Chapitre I, et enfin 
aux propriétés d'uniformité étudiées d'une manière systématique par 
Kiemann. 11 est intéressant de suivre la marche inverse. 

Lorsqu'il s'agit de définir le système de fonctions^,, j^^, ...,j^n? que 
nous venons d'étudier, Riemann se donne le groupe de monodromie F 
(c'est-à-dire la position du système de fonctions par rapport au corps des 
fonctions uniformes) et la forme des fonctions au voisinage des points sin- 
guliers. 

Si les invariants caractéristiques du groupe F sont $, , . . . , $„ les fonctions 
J>^jJK2j .. ..J^n sont données par les équations, en général transcendantes, 

où les ^^ sont des fonctions uniformes. 

Si Ton veut remonter de là aux équations difierentielles rationnelles que 
vérifient nos fonctions, on considère le plus petit groupe algébrique con- 
tenant F; les invariants difiërentiels de ce groupe seront des fonctions uni- 
formes de X 

Riemann se bornait à l'étude des fonctions dont les développements dans 



LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H. 35 

le domaine des points singuliers contiennent seulement un nombre limité 
de termes à exposants négatifs. Il est alors évident que les fonctions ^^ sont 
méromorphes au voisinage de chaque point singulier et par suite ration- 
nelles. 

On a ainsi obtenu un système d'équations différentielles rationnelles 

entre ^1, ...,;K/i c^^* 

Mais, dans le cas où les points singuliers sont quelconques, la théorie de 
Riemann ne peut donner aucun moyen pour déterminer les fonctions dans 
le voisinage des singularités. Il faut alors recourir à la notion du groupe de 
méromorphie qui permet cette détermination. 

Nous devons donc donner, pour définir les fonctions, non seulement leur 
groupe de monodromie, mais aussi leurs groupes de méromorphie avec 
l'expression de leurs invariants. 

Dans ces conditions, les invariants d'un groupe algébrique quelconque 
contenant le groupe de monodromie et les groupes de méromorphie seront 
rationnels et conduiront à un système d'équations différentielles rationnelles 
entre les fonctions et la variable. 



Nous avons seulement étudié les fonctions vérifiant les équations linéaires ; 
il est bien clair que tout ce que nous venons de dire s'étend immédiatement 
à ces équations dont l'intégrale générale s'exprime en fonction d'un nombre 
limité d'intégrales particulières, et qui ont été étudiées par MM. Lie, 
Vessiol, Picard, etc. 



CHAPITRE IV. 

CLASSIFICATION DES TRANSCENDANTES QUI INTÉGRENT LES ÉQUATIONS 

LINÉAIRES. 



1 . Décomposition de l^ ensemble des équations linéaires d'ordre n. — 
Les théorèmes de M. Picard donnent une première subdivision des trans- 
cendantes qui intègrent les équations différentielles linéaires à coefficients 
rationnels d'ordre n. Nous rangerons dans la même classe toutes celles de 
ces équations qui ont le même groupe de rationalité. Il y a donc autant de 
classes d'équations linéaires d'ordre n qu'il y a de types de groupes algé- 
briques dans le groupe linéaire homogène général à n variables. Toutes les 
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équations d'une même classe ont même théorie d'intégration (voir 
Vessiot, Annales de l'École Normale; 1892) et définissent des transcen- 
dantes qui sont liées à leurs dérivées et à la variable indépendante par des 
relations rationnelles tout à fait analogues. 

Le calcul de ces transcendantes exige l'intégration de l'équation /= o, 
d'ordre égal à celui du groupe de rationalité; on peut donc dire, à ce point 
de vue, que ces transcendantes sont d'autant plus compliquées que le 
groupe de rationalité aura plus de paramètres. Ce n'est pas là le seul élé- 
ment de complication : la structure du groupe joue aussi, comme nous 
l'avons vu, un rôle essentiel. 

Les principes qui nous ont servi à classer les points singuliers nous per- 
mettent de poursuivre la classification donnée par M. Picard. Considérons, 
en effet, la classe d'équations différentielles linéaires ayant le groupe de 
rationalité G. Les groupes de méromorphie attachés à leurs points sin- 
guliers sont des sous-groupes G^, . . ., Gj^ de G; nous réunirons, dans une 
même famille, celles de ces équations linéaires qui ont 

s points singuliers de groupe G, 
.V, » » » G|, 



ss » ». » Gn. 



C'est ainsi que les équations considérées par M. Fuchs, et dont les inté- 
grales sont régulières en leurs points singuliers, seront séparées des équa- 
tions dont les intégrales ont des points essentiels compliqués et appartien- 
dront à des familles dont les singularités ont des groupes très simples, 
analogues à ceux étudiés au Chapitre I, n^ 7. 

Enfin, notre dernière subdivision consistera à revenir aux ensembles 
d'équations linéaires, considérés par Riemann (Zwei allgemeine Sàlze 
ùber lineare Differentialgleichungen) ; nous rangerons, dans une même 
espèce, toutes les équations obtenues en faisant, sur une équation dé- 
terminée 



la transformation 



<r . . , ^"-\k 



(^) Y=:Ao/4- A,;f- -|-...-hA„_ 



I -r-rr-T' 



dx '^''-' dx'^"' 



oiï les expressions Ao, A,, . . ., A„^^ sont des fonctions rationnelles. 

Les équations d'une même espèce ont évidemment même groupe de 
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monodromie ; nous allons démontrer qu'elles ont même groupe de rationa- 
lité et que les groupes de méromorphie, relatifs à leurs points singuliers, 
sont les mêmes. Il en résultera que toutes les équations d'une même espèce 
appartiennent à une même famille; la dernière spécification s'obtient donc 
bien en subdivisant les ensembles déjà formés. 

2. Équations linéaires appartenant à une même espèce, — Il est bien 
certain que le problème de l'intégration est du même ordre de difficulté 
pour toutes les équations d'une même espèce. D'une façon plus précise, 
M. Schlesinger a démontré que : 

Toutes les équations d'une même espèce ont même groupe de ra- 
tionalité. 

Avant de connaître les travaux de M. Schlesinger j'avais obtenu les 
mêmes résultats, par la démonstration suivante : 

Supposons que la transformation (2), effectuée sur l'équation (i), nous 
conduise à la nouvelle équation 

Je puis former pour ces deux équations la même résolvante d'ordre n'-*, 
en posant 



V = a|y| -♦-...-+-«;./« -H bi'±^-^..,'^ In 



dx "» dx^-^ ' 

L'égalité a lieu en vertu de l'équation (2) et des équations obtenues en 
la différentiant. 

La résolvante d'ordre n^ nous conduira à la même équation (/) 



y ,, ds dpy\ 



rationnelle par rapport à toutes les variables, et deux systèmes fonda- 
mentaux correspondants des deux équations s'exprimeront en fonction 
d'une intégrale de (/) par les formules 



intégrale de (/) par les formules 



,/ -- rfV dPV\ 
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de sorte que, Tintégrale V® nous donnera les systèmes fondamentaux 
(y% --vr') et (YJ, ..., Y,^) et l'intégrale V les systèmes (yj, ...,y*) 
et (YJ, ..., Y*,). Les équations du groupe de rationalité de la première 
équation sont 

et il est évident que l'équation (2) nous conduit aux mêmes relations 
entre les intégrales (YJ, . . ., Y^,) et (Y J, . . ., Y^); les deux équations ont 
donc même groupe de rationalité. 

En supposant que l'équation (/) a seulement ses coefficients méro- 
morphes au voisinage du point singulier a, la même marche conduit au 
théorème : 

Le groupe de méromorphie relatif à un point singulier a est le même 
pour toutes les équations d'une même espèce. 

Ce théorème comprend toute une série de remarques qui ont été faites 
depuis longtemps [Poincaré, Mémoire sur les fonctions zêta-fuchsiennes 
(Acta mathematica, t. V)]. C'est ainsi que, au voisinage du pointa, les 
nombres des intégrales méromorphes, des intégrales qui restent régulières, 
des intégrales normales, etc., sont les mêmes pour toutes les équations de 
l'espèce considérée. 

3. Invariants communs à toutes les équations d'une espèce. — Le 
groupe de rationalité et les groupes de méromorphie constituent donc des 
éléments invariants appartenant à toutes les équations d'une même espèce. 
Il est intéressant de faire connaître des invariants d'une nature toute diffé- 
rente et qui permettent souvent de décider par un calcul très simple si deux 
équations linéaires peuvent être de même espèce. 

M. Thomé a montré que, si a est un point singulier d'une équation 
linéaire (i), on peut, en général, trouver n expressions de la forme 

(4) e^'(^^'(x-a)P.[Ai-h A{(x-a)-H...] (« = 1,2, ...,/i), 



Q/ étant un polynôme en et p/ une constante, qui satisfont formelle- 

ment à l'équation différentielle. Ces séries normales ne sont pas conver- 
gentes en général, mais on peut cependant démontrer le théorème sui- 
vant : 

Les polynômes Q/ restent les mêmes pour toutes les équations d'une 
même espèce et les exposants p/ ne varient que d'un nombre entier. 
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En effet, imaginons que Ton effectue sur l'équation (i) une transforma- 
tion (2) déterminée; on peut calculer algébriquement les polynômes Q et 
les exposants p pour les deux équations. Mais, dans le cas où les séries 
normales sont convergentes, le théorème est évident et le calcul supposé 
fait en doit constater Texaclitude; il est donc vrai dans tous les cas, car 
rhypothèse de la convergence des séries n'intervient jamais dans la 
recherche des polynômes Q et des exposants p. 

Dans certains cas spéciaux, il est impossible de trouver n développements 
(4) vérifiant formellement l'équation différentielle. M. Fabry {Thèse de 
Doctorat y i885) a fait voir qu'on peut alors former des séries de la forme 
suivante : 

( -Mog^-»(^ — a)/x-i(^ — a)], 

où Q/ est un polynôme en {x — a) ", p/ une constante et /©, /<, . . ., /x-i 

l 
des séries ordonnées suivant les puissances de (or — a)" et, en général, 

divergentes. Ces séries anormales satisfont formellement à l'équation 
linéaire et la formule (5) donne un groupe de \n développements linéaire- 
ment distincts. 

On peut alors démontrer comme plus haut que : 

Pour toutes les équations différentielles linéaires de même espèce 
on obtient les mêmes groupes de séries anormales; les polynômes Q/, les 
nombres n et\ restent les mêmes et les exposants p ne varient que d^un 

multiple de - • 

Les coefficients des polynômes Q et les exposants p sont des fonctions 
algébriques des coefficients de notre équation linéaire (i), qui sont inva- 
riables par rapport à toutes les transformations (2). 

L'ensemble de ces transformations, qui font passer d'une équation de l'es- 
pèce considérée à une autre, forme évidemment un groupe. Mais ce groupe est 
tout à fait différent des groupes considérés par M. Lie. Il contient un nombre 
quelconque de paramètres arbitraires et ne peut être défini par des équa- 
tions différentielles. On peut le rapprocher du groupe formé par l'ensemble 
de toutes les transformations birationnelles qui font passer d'une courbe 
algébrique appartenant à une classe déterminée à une autre courbe de la 
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même classe. L'existence d'invariants algébriques appartenant à de tels 
groupes est intéressante à signaler. 

Ces fonctions invariantes nous donnent des conditions nécessaires pour 
que deux équations linéaires soient de même espèce; ces conditions ne sont 
pas suffisantes. Alors même que les équations ont même groupe de mono- 
dromie, elles ne sont pas suffisantes, sauf le cas où les séries normales (4) 
ou (5) sont toutes convergentes. 

Peut-on trouver un système d'invariants donnant les conditions néces- 
saires et suffisantes? 

Dans le cas particulier où les intégrales de l'équation sont régulières aux 
points singuliers, M. Poincaré {Acta mathemalica, t. V) a montré que la 
réponse est affirmative. Il a appris à former une équation réduite qui carac- 
térise chaque espèce d'équation linéaire. Les coefficients de l'équation ré- 
duite seront les invariants cherchés. 

Puisque les invariants donnés plus haut sont relatifs à la partie en quelque 
sorte essentielle des développements des intégrales aux points singuliers, il 
y a lieu de croire que le théorème de M. Poincaré est général. Je n'ai pu en 
trouver de démonstration satisfaisante. 

Cependant, je puis énoncer le résultat suivant : 



4. On peut reconnaître y par un nombre fini d'opérations^ si deux 
équations données sont de même espèce. 

Supposons que la transformation (2) fasse passer de l'équation (i) à 
l'équation (3) et considérons le système 






cix' 



(/ =z I, 2, . . ., /l). 



On en déduit 
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Les fonctions u^^u^y ...,"/i forment un système fondamental de l'ad- 
jointe de Lagrange relative à l'équation (i). (Darboux, Leçons sur la 
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Théorie des surfaces^ t. II, Chap. V); cette adjointe s'écrit : 

La fonction A„_^ est donc une intégrale particulière de l'équation 
linéaire admettant les n^ intégrales UiY,, (/, A" = 1,2,..., n). Cette équa- 
tion est d'ordre n^ en général et on la forme facilement comme il suit : 
Posons 

d"" u 

et différenlions cette équation n^ fois en remplaçant, lorsqu'il y a lieu, ^—7^ 

et ^-^ par leurs valeurs tirées des équations (6) et (3). Nous obtenons un 

système de n^ -h i équations (7) exprimant U et ses n^ premières dérivées 
en fonctions linéaires et homogènes des produits 

d^u d'Y 

d^'d^ (r,5 = 0,,,2, ...,,1-1). 

En éliminant ces n'^ quantités, nous obtenons une équation linéaire 
homogène d'ordre n^ à coefficients rationnels 

(8) ^^^... = 0. 

Si les équations (i) et (3) appartiennent à la même espèce, cette équa- 
tion (8) admet une intégrale rationnelle A„-|. 

Il est facile de voir s'il en est ainsi : 

Les pôles des intégrales rationnelles de (8) sont les points singuliers 
«,/>,..., / de cette équation; l'ordre maximum du pôle a est la valeur 
absolue a de la plus petite racine négative entière de l'équation détermi- 
nante relative au point a. Par conséquent, le produit 

est un polynôme entier qui vérifie l'équation linéaire obtenue en posant 

Il est facile de former cette équation à partir de l'équation (8) 



...=:: O 
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et nous sommes- ramenés à rechercher si celte équation admet comme inlé- 
f^rale particuHére un polynôme entier. Le degré de ce polynôme est inférieur 
à la plus grande racine positive entière de l'équation déterminante relative 
au point à Tinfini. La méthode des coefficients indéterminés permet donc 
le calcul du polynôme A^,_, au cas où il existe. 

Supposons qu'il en soit ainsi et que l'équation (8) admette une intégrale 
rationnelle connue A„_,. Cette intégrale s'écrit 

mais, en choisissant convenablement les intégrales Y, on peut la mettre sous 
la forme 

La fonction A;,_, étant calculée, les fondions A„_a s'en déduisent facile- 
ment. On a, en elTet, 

\n-k= t'iYiH-. . .-hi'„Y;|. 

Les fonctions T/ vérifient une équation linéaire d'ordre /^, que M. Cels a 
étudiée sous le nom d^ adjointe de la n — ]&"^^ ligne de V équation (i ); il a 
montré que l'intégrale Vi s'exprimait en fonction de l'intégrale Ui par une 
formule telle que 

(9) ''=-'^"'+^«rF+-+^7teï^.-' 

OÙ les a, ^, . . ., / sont rationnels. 

Pour l'établir, il nous suffira de démontrer que, si la formule (9) est vraie 

pour les fonctions P/, elle l'est encore pour les fonctions W/= ^ — ui-k-u ' ^^y 
nous avons 

dx ~ dx A dy\"~^^ ~ A dx Jy^-^^ ~~ Â* d~y^^' ' 
^ — 1 / ^^ _ àA ^.^, ()\ \__^ àA 

dx - A \dyr-'-'' ''' ày'r''' ^ ^"~^* àyr' ) A« ofr''' ' 
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Nous obtenons donc la formule 

(lo) nv— (— OV/l-^"/-^- ^ 

qui démontre le résultat annoncé et permettrait, au besoin, le calcul par 
voie de récurrence des expressions r,, w^, 
La formule (9) nous donne 

Mais les équations (7) obtenues plus haut permettent d'exprimer les 
(juantités V Y/ -t— ^ en fonctions linéaires de A;,_, et de ses dérivées jus(ju'à 
Tordre n^ — i . Donc 

A„_A — '>o A,*_i4- «/, —^ h. . .H- 0„t-i ^^n*-l ^ 

OÙ les h sont des fonctions rationnelles. 

Ainsi, si Téquation (8) admet une intégrale rationnelle A,^_,, on en 
déduira que les fonctions A sont aussi rationnelles. 

La condition nécessaire et sujffisante pour que les équations (i) et (3) 
appartiennent à la même espèce est que V équation (8) ait une inté<^rale 
rationnelle. 

Car des formules 



^^^iS^'jy^ (A- = o, 1,2, .. ,/^-i) 



on déduit 



V 4 A ^7* A ^'^'^ >'« / • X 

i/= Ao7,4- A, -^ H-. . '"^ A„_i^-i, (/ = I, i, . . ., /*). 
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DEUXIÈME PARTIE. 



DÉTERMINATION DU GROUPE DE RATIONALITÉ ET DES GROUPES 

DE MÉROMORPHIE. 



CHAPITRE V. 

LES ÉQUATIONS LINÉAIRES D'ORDRE QUELCONQUE. 



1. Résultats généraux. — La méthode de M. Picard nous a conduits à 
la notion de groupe de rationalité par la considération d'une résolvante 
irréductible 



=: O 



de Téquation E (Cliap. I, n** 2). Mais la détermination effective du groupe 
de rationalité par cette voie se présente sous un aspect compliqué; on ne 
connaît aucun moyen direct de trouver la résolvante/. 

M. Vessiot a décomposé en trois parties le problème de la recherche du 
groupe de rationalité : 

i" Déterminer tous les groupes algébriques dé transformations li- 
néaires homogènes à n variables. — Les travaux de MM. Klein, Jordan 
et Lie, font connaître pour n = 2, 3, 4, tous les types de groupes discon- 
tinus et continus; il serait facile de déterminer les groupes complexes on 
mixtes (voir plus loin, n" 2). De plus, M\l. Jordan et Lie ont donné des 
théorèmes généraux sur les groupes à n variables. 

Ce premier problème étant résolu, il reste à déterminer lequel de ces 
groupes est le groupe de rationalité de Téquation différentielle donnée. 
Nous savons qu'il n'y a pas lieu de distinguer deux groupes appartenant au 
même type. Les théorèmes II et III nous apprennent que ce groupe est le 
plus petit groupe algébrique dont les invariants s'expriment rationnel- 
lement. Nous sommes donc conduits à poser les problèmes suivants : 

'2"^ Former pour chaque groupe algébrique trouvé ci-dessus un sys- 
tème caractéristique d' invariants différentiels. — Lorsque les équations 
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du groupe G sont connues, ce problème n'exige que des difierentiations et 
des éliminations; on peut donc le considérer comme résolu (*). 
On obtient ainsi les invariants 

qui sont fonctions rationnelles de y,, -- -, y,i et de leurs dérivées jusqu'à 
Tordre n. 

On peut alors former par élimination les résolvantes dont dépendent les 
invariants w,, ..., w^ lorsque y,, ...,y« sont des intégrales de Téquation 
linéaire donnée. On trouve ainsi les équations différentielles 

Si le groupe G est le groupe de rationalité ou le contient, «,,..., w^ se- 
ront rationnels. Nous sommes donc conduits au dernier problème. 

3° Rechercher les intégrales rationnelles de ces équations. — J'ai fait 
observer que ces équations résolvantes font partie d'une classe remar- 
quable d'équations différentielles étudiées par M. Painlevé; ce sont les 
équations dont l'intégrale générale est une fonction rationnelle connue des 
constantes arbitraires. 

En effet, l'intégrale générale de l'équation $, = o s'écrit 

Ui = F, f Yi, . . ., Y„, -^j ••• j = F|f ^au-7;t, . . ., ^««a/^, ^«uJa' • • • ]• 

M. Painlevé a démontré que l'on peut, par des transformations algé- 
briques connues, ramener ces équations aux équations linéaires et en cal- 
culer effectivement toules les intégrales rationnelles ou algébriques à un 
nombre donné de branches; la détermination de toutes les intégrales algé- 
briques exigerait l'étude de quadratures (^voir Painlevé, Comptes rendus, 
juillet 1894). 

Ces résultats résolvent donc complètement la question suivante : 



(*) La qucslion des relations entre les invariants caraclcrisliques reste ouverte ce- 
pendant. Il y a n-hp tels invariants entre lesquels existent p relations algébriques ou 
différentielles. Peut-on toujours trouver un système de n invariants caractéristiques indé- 
pendants? 
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Reconnaître si une équation linéaire donnée admet comme groupe de 
rationalité un groupe donné. 

Cependant le problème de la recherche du groupe de rationahté n'est 
pas complètement résolu, car il y a une infinité de types de groupes algé- 
briques contenus dans le groupe linéaire homogène général à n variables. 
Un exemple nous permettra de préciser davantage ce point. 

Supposons que Ton veuille savoir si l'équation 

(I) l^-HP(Jr)^•?^^-Q(^)v.-_o 

admet comme groupe de transformations le groupe 

où p et q sont des entiers prenjiers entre eux. 

Les invariants diflérentiels caractéristiques de ce groupe sont 

— , -— , — -. ^ 

et il nous est toujours possible de reconnaître si l'équation (i) admet deux 
intégrales y, ^ly^i dont les dérivées logarithmiques sont rationnelles et 
d'en calculer les valeurs : 

y' y' 

Si maintenant les entiers p al q sont donnés, on pourra toujours recon- 
naître si ^ est rationnel et savoir ainsi effectivement si le groupe de ra- 

y\ 

lionalité est g. Mais, û p qI q sont inconnus, la détermination du groupe 
est ramenée au problème suivant : 

Ti^ouver deux nombres entiers p et y, tels que 

soit une fonction rationnelle de x. 

On voit aussi que si l'on considère le groupe G, contenant le groupe g et 
dont les équations sont entièrement connues, 
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OÙ a et ^ sont des paramètres arbitraires, on peut alors décider effective- 
ment si Téquation (i) admet comme groupe de rationalité G ou un de ses 
sous-groupes. 

Ce (jui précède nous conduit à indiquer la marche théorique suivante 
pour la recherche du groupe de rationalité. 

Considérons les sous-groupes maxima contenus dans le groupe linéaire 
homogène général, c'est-à-dire les groupes qui ne sont compris dans aucun 
autre sous-groupe du groupe général. 

Nous commencerons par rechercher si les invariants d'un ou plusieurs 
de ces sous-groupes maxima sont rationnels; c'est là une opération que 
nous saurons effectuer d'après ce qui a été expliqué plus haut. Cette mé- 
thode aura plusieurs avantages. Tout d'abord les groupes maxima sont 
en petit nombre, et nous verrons que leurs invariants ont une forme très 
simple qui facilite beaucoup les calculs; déplus, si, pour l'un de ces groupes, 
l'essai ne conduit pas à un système d'invariants rationnels, on peut écarter, 
dans les essais ultérieurs, tous ses sous-groupes. En particulier, si les inva- 
riants ne sont rationnels pour aucun des sous-groupes maxima, le groupe 
de rationalité sera le groupe linéaire homogène général. 

Supposons, au contraire, que, pour l'un des groupes au moins G, les 
invariants caractéristiques soient rationnels; le groupe de rationalité sera 
(i ou l'un de ses sous-groupes. On continuera donc en faisant l'essai de tous 
les sous-groupes maxima de G et ainsi de suite. 

Lorsqu'on sera arrivé à un groupe Gj dont les invariants sont rationnels, 
mais dont aucun sous-groupe n'a tous ses invariants rationnels, ce groupe G^ 
sera le groupe de rationalité. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique aussi à la recherche du groupe 
de méromorphie; nous aurons alors à calculer les intégrales méromorphes 
w,, . . ., w^ du système d'équations résolvantes. 

Si l'on veut étudier de plus près le problème de la détermination du 
groupe de rationalité, il est nécessaire d'approfondir la théorie des groupes 
linéaires homogènes à n variables et de leurs invariants différentiels carac- 
téristiques. C'est un point que je laisserai ici de côté, me réservant d'y re- 
venir plus tard. Je vais donc abandonner ces généralités et étudier le pro- 
blème de la détermination du groupe de rationalité et des groupes de 
méromorphie pour les équations des deuxième, troisième et quatrième 
ordre. 

Les résultats obtenus dans cette étude seront d'une précision que l'on ne 
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peut espérer alteindre dans l'étude du cas général, et enfin ils nous indi- 
queront dans quelles directions les recherches peuvent se poursuivre avec 
fruit. 

2. Groupes discontinus, continus et mixtes. — Nous avons vu, au Cha- 
pitre I, n** 7, que le groupe de rationalité G peut être composé d'un nombre 
fini de transformations; dans ce cas, il est nécessairement discontinu. 

Il peut aussi contenir une infinité de transformations. Nous avons vu 
alors que ses équations dépendent de paramètres arbitraires. Nous ferons 
avec M. Lie la distinction suivante : 

Le groupe G sera appelé continu, si toutes ses transformations forment 
un ensemble tel qu'on puisse passer d'une transformation quelconque de 
l'ensemble à une autre également quelconque, en faisant varier d'une façon 
continue les paramétres du groupe. Tel est, par exemple, le groupe à deux 
variables et à deux paramètres : 

Nous dirons, au contraire, que le groupe G est mixte ou complexe s'il 
est formé d'un certain nombre d'ensembles continus séparés de transfor- 
mations; le groupe G étant algébrique, ces ensembles sont en nombre fini. 
Tel est, par exemple, le groupe de toutes les transformations de coor- 
données rectangulaires du plan, l'origine étant conservée ; ce groupe G con- 
tient les deux ensembles continus 

( ¥, = j, cosa— 7, sina, 

(0 V 

( i,z=/j sma 4- j, cosa; 

l Y, =: Vi cosa — y, sina, 
{ \i = — Vi sma — y, cosa. 

Ces ensembles sont bien séparés, puisque le déterminant de leurs trans- 
formations est H- I pour le premier et — i pour le second. De plus, nous 
voyons immédiatement que les transformations (i) forment un groupe con- 
tinu g. Au contraire, les trasnformations de l'ensemble (2) considéré iso- 
lément ne forment pas un groupe; mais elles sont le produit d'une trans- 
formation de g et de la transformation 

Nous pouvons donc désigner l'ensemble des transformations (2) par le 
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symbole ^S, et nous voyons que le groupe G est forme de la réunion des 
deux ensembles ^ et o^S. 

M. Lie a démontré que le même fait se produit pour tous les groupes 
mixtes (Lie, Théorie der Transformalionsgrupperiy t. I, Chap. XVIII). 

Tout groupe mixte G contient un groupe continu g formé des transfor- 
mations T et qui est le plus grand sous-groupe continu de G ou, comme 
nous dirons encore, son sous-groupe continu maximum. Les transforma- 
tions de G qui n'appartiennent pas à g forment ni — i ensembles continus 
composés des transformations qui sont le produit des transformations de 
g par chacune des m — i transformations S,, Sa, . . ., &!„_,. Le groupe G 
est ainsi constitué par les m ensembles continus 

ïf ISi» l^îf •••» TS^_i. 

Pour la généralité des énoncés que nous donnerons au paragraphe sui- 
vant, il est bon d'étendre ces résultats aux groupes finis discontinus; le 
groupe g comprend alors la seule transformation identique et les substitu- 
tions S,, Sa, . . . , S,;,«, sont les autres transformations du groupe G. 

3. Les invariants du sous- groupe continu maximum du groupe de 
rationalité. — Il est maintenant bien facile de démontrer que les invariants 
du groupe g sont des fonctions algébriques des invariants du groupe G. 

En effet, soit u un invariant de ^; si Ton effectue sur u les substitutions 
du groupe G, u prend les diverses déterminations u^ w,, Wa, ..., u,n^^^ u^ 
désignant la fonction obtenue en effectuant sur u la transformation S/. 

Il en résulte que toute fonction symétrique de w, w^, Wa, ..., u^^^ est un 
invariant du groupe G. Donc u est une fonction algébrique des invariants 
de G. 

Si le groupe G est le groupe de rationalité d'une équation linéaire, ses 
invariants sont rationnels ; nous en concluons que les invariants du groupe g 
sont algébriques. 

TiiÉORôiE. — Les invariants du sous-groupe continu maximum g com- 
pris dans le groupe de rationalité s^ expriment par des fonctions algé- 
briques de X. 

Réciproquement, si une fonction rationnelle des intégrales et de leurs 
dérivées s'exprime par une fonction algébrique de x, c'est un invariant 
du groupe g. 

Fac. de T. — XII. H. 7 
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Soit en eflet F, (y, -~-^ • • • ) une fonction rationnelle des intégrales et de 

leurs dérivées qui s'exprime par une fonction algébri(|ue/^(x*). Lorsque x 
parcourt dans le plan tous les contours que Ton peut imaginer et revient à 
son point de départ/, et F, prennent les/> déterminations/,, /a? •••i/p et 
F,, Fo, ..., F,,. Les fonctions symétriques de F,, F^, ..., F^ s'expriment 
par des fonctions symétriques de/,, /a, ...,/^; elles sont donc rationnelles. 
Le groupe de rationalité laisse donc invariables les fonctions symétriques de 
F,, Fj, ..., F^; il ne fait donc que permuter entre elles ces fonctions. 

Le groupe g ne peut donc aussi faire autre chose que permuter F,, 
Fg, ..., F^; mais un groupe continu ne peut changer F, qu'en des fonc- 
tions formant avec F, un ensemble continu. Donc F, reste inaltéré par les 
transformations du groupe g. 

Ajoutons enfin que, si un groupe continu possède les deux propriétés 
énoncées plus haut, c'est le sous-groupe continu maximum du groupe de 
rationalité. 

Les mêmes théorèmes subsistent évidemment pour les groupes de méro- 
morphie; les invariants de leurs sous-groupes continus maxima s'expriment 
par des fonctions à forme algébrique dans le domaine considéré. 

Nous pouvons donc nous borner dans ce qui va suivre à la considération 
des groupes continus. 

4. Equations linéaires admettant des intégrales dont la dérii^ée lo- 
garithmique est algébrique, — Nous verrons tout à l'heure que le pro- 
blème de la détermination du groupe de rationalité revient à rechercher les 
intégrales d'une équation linéaire dont la dérivée logarithmique est algé- 
brique. On peut énoncer à ce sujet quelques théorèmes généraux qui nous 
seront utiles plus tard. 

On sait trouver pour l'équation à coej/îcients rationnels (ou algé- 
briques) 

fin y d"-^Y 

les intégrales dont la dérivée logarithmique est algébrique. 

Cherchons tout d'abord quelles formes peuvent avoir ces intégrales. 
Soit 

Y 

—^—{, alg. ^e X — uAjt). 
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Lorsque x décrit dans le plan les divers contours distincts que Ton y peut 
tracer, la fonction u^{x^ acquiert p valeurs distinctes w,(ar), ^^(a?), ..., 
Up{x) qui sont les p déterminations de la fonction algébrique u(x). Il y 

correspond p valeurs distinctes — > — > • • • , ^ du quotient — 

y\ yt jp 

Les intégrales y^^ . , .^y p sont les transformées dey^ par la substitution 
du groupe de monodromie de l'équation (i) qui correspondent aux contours 
décrits par la variable x. Il faut remarquer que les substitutions du groupe 
de monodromie changent en général y^ en une infinité d'autres intégrales 
de (i); mais toutes ces intégrales ne donnent que p valeurs distinctes pour 

le quotient — et ne diffèrent que par des facteurs constants des intégrales 

y \'i y 11 • • • > y p^ 

Une première observation fort importante consiste en ce que le nombre n 
étant donné y on peut assigner au nombre p une limite supérieure N. 
Consulter à ce sujet le Mémoire de M. Jordan, Sur les équations diffé- 
rentielles linéaires à intégrales algébriques (^Journal de C relie ^ t. 84). 

Parmi les intégrales 7,, y,, ...,yp, il y en a ^, y,, y^, ..-,7^, {9=P)^ 
qui sont linéairement indépendantes; les autres JK^+-|, . . . , j^^ s'expriment 
en fonctions linéaires des y premières. Les fonctions y ^^ y, ^y "">yq vérifient 
une équation différentielle linéaire à coefficients rationnels. Car les coef- 
ficients de l'équation linéaire que vérifient y, ,7^^, -- - y y^ sont algébriques 

Il I 

puisque '—^y "-^y ..., Zi sont algébriques, et uniformes puisque, en dé- 

y\ yt yq 

crivant un contour quelconque, les intégrales y,, y^, ..., y^ se changent en 
des fonctions linéaires de ces mêmes intégrales. 
Nous pouvons former cette équation d'ordre q 

Si çr == n^ c'est précisément l'équation (i); si y est plus petit que n, toutes 

les intégrales de (2) appartiennent à (i) et l'on sait trouver les équations 

qui jouissent de cette propriété (Picard, Traité d* Analyse y t. III, p. 522). 

Le problème qui nous était proposé est donc simplifié dans le cas où 
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q<Cn et il nous reste à reconnaître si Téquation (2) admet un système 
fondamenlal d'intégrales dont la dérivée logarithmique est algébrique. 

Le nombre p des déterminations de la fonction algébrique — = u(x) est 

inférieur à un nombre fixe Q que Ton peut Ccilculer dés que l'on connaît q. 
La fonction symétrique 

est une fonction rationnelle. Pour reconnaître si l'équation (2) admet de 
telles intégrales ^,, . . . , y^, nous formerons par diflférentiation et élimina- 
tion Téqualion linéaire que vérifie la fonction 

Cette équation, qui a ses coefficients rationnels, admet pour intégrale le 
polynôme le plus général d'ordre p formé avec les variables ^i , >^2? • • • > J^v ' 
son ordre est égal au nombre de coefficients arbitraires (jui entrent dans ce 
polynôme. 

Nous rechercherons les intégrales de cette é(juation dont la dérivée 
logarithmique est rationnelle, en eniployant la méthode exposée par 
M. Pic'tird (Traite (VAnalysCy t. III, p. S?.^). 

Lorsqu'on a trouvé une telle intégrale, il faut reconnaître si elle est 
bien le produit de^ intégrales j^,,j^2? •••? J^p ^^ l'équation (2). On recher- 
chera à l'aide de dilTérentiations et d'éliminations s'il en est ainsi; en cas 
de réussite, le calcul donnera en même temps les autres fondions symé- 

triques ^-i, ^^ , . . . , ^-^. 



La fonclion algébrique "— = u(.v) sera donc eniièremenl connue. 

Nous allons chercher à déterminer quel est alors le groupe de rationalité (■ 
de l'équation (2). L'étude que nous allons faire nous permettra de sim- 
plifier dans un grand nombre de cas les calculs que nous venons d'indiquer. 
Nous avons vu plus haut (n" 3) que le sous-groupe continu maximum g 

y' y' y' . , . 

de (t laisse invariables les fonctions ^^,^, •••> 4^» qui s'expriment algé- 

yi .Vj yp 

briquementen x. Les transformations que g efleclue sur les variables y,, 
y 2^ • • - y pi ^^>*>t donc (le la forme 
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Nous distinguerons deux cas : 

i® p = q- Les intégrales y,, ^2, ... ,j^p = j^^ sont linéairement indépen- 
dantes et forment un système fondamental de l'équation (2). Les équations 
du groupe g sont de la forme 

cttj a.2y . . . , a^ étant des paramètres arbitraires, distincts ou non. 

Le groupe de monodromie contient par hypothèse des substitutions S,, 
S2» . . . , Sa_, qui font passer dey, à Tune quelconque des intégrales y^j •••» 
yg. Ces substitutions appartiennent aussi au groupe de rationalité qui com- 
prendra les ensembles de transformations 

Les invariants —, —, ..., ^^ sont les racines d'une équation irréduc- 
tible d'ordre q à coefficients rationnels 

et les intégrales j^ij^a^ — "iXg ^^^^ données par les formules 

^ogfi^ I iitdx, '..., \ogyq = j Uqdjr. 

12° p^ q* Nous pouvons supposer que les intégrales y,, JK27 -- -^Xg sont 
linéairement indépendantes ;yy^,, . . , y^» sont alors des fonctions linéaires 
de y^J "", Yq et Ton a, par exemple, 

Nous savons que le groupe g effectue sur les variables y,, y^^ . . ., JK/» 
des transformations de la forme 

Il^^=rt|yi, ...y I;.=Z ûf;.J'|., ..., \q-Zn. Gqyqy Y q^i^^CIq^iJ^q^i^ .... \ pZ:=: apy^. 

Il en résulte, à cause de Téquation (a), 

a, zzz «2 =: . . . nz a,..=z a^^_, z=: a 

et les équations du groupe g deviennent 
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Il y a dans le groupe de monodromie des Iransformalions qui changentyi 
en ^r+i ; si nous appliquons une telle transformation à l'équation (a), il 
vient 

Il peut arriver que, parmi les intégrales y^^^ yx,? • • m ^v» ^ y '^^^ ^"^^ des 
intégrales y^î • • •7>V>>^7-*-i ou une de leurs combinaisons linéaires; on en 
conclut alors que 

Les équations du groupe g deviennent alors 

el l'on elTectuera alors sur l'équalion (a) la transformation qui fait passer 
de y^ à y^+2 ^^ ainsi de suite. 

Kn poursuivant ainsi, nous obtiendrons un faisceau d'intégralesy, , j^a» •••• 
y^ qui auront les deux propriétés suivantes : i° une substitution du groupe g 
multiplie les variables y^^yi-, "",ys l^^^ le même facteur; 2^ une substitu- 
tion du groupe de monodromie ou bien échange y^, . . ., y, entre elles ou 
avec leurs combinaisons linéaires ou bien fait passer à un faisceau d'inté- 
grales tout différent. On sait que, si .y = q^ le groupe de monodromie est 
appelé primitif; sinon, il est appelé im primitif. 

Dans ce dernier cas, considérons une de ces substitutions qui font passer 
du faisceau Vn • • •> >^j ^^ faisceau >',-k,, . . ., J^2«; îl ^st facile de voir que 
>Vn " ") y 15 sont indépendantes entre elles et indépendantes aussi de 
JKm • • •• y 5' Kllcs ont les mêmes propriétés que ^i, . . ., J^,. 

En continuant ainsi, on décomposera le système fondamental y^, . . .,>^^ 

en p faisceaux (7,, . . ., y,), (7,4-1, • • m Xa*), • • -, (7p(x-o-Hn • • -, >v) et les 
équations du groupe g seront 



7 = P^' 



» 



*p(f— i)-+-i — \Kp(f— 1)4-1» •••> Ap* — ^yp* / 



Le faisceau d'intégrales 7,, y.^^ ..., y^ vérifie une équation linéaire 

d'ordre s à coefficients algébriques, puisque — > . .., î?^ sont algébriques 

y\ y s 

d^v d'~^ V 

(3) dP^''^^-^---^''y=--^- 
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Nous pouvons en calculer facilement les coefficients. En effet, en posant 







fl 


Vî 


• • • 


r« 




_ 


fi 

• • 


• • 


• • • 

• • ■ 


y's 

• • 






J I 


J t 


• • • 


J s 


nous avons 






-0, 


ô' 





Les substitutions du fjroupe de monodromie laissent donc 0, inaltéré si 
elles ne font qu'échanger y,, - - -, y s entre elles ou avec leurs combinaisons 
linéaires; si, au contraire, elles permutent les faisceaux d'intégrales, 
0, prend autant de valeurs qu'il y a de faisceaux, ô, esl une fonction 
algébrique à p déterminations. 

Mais S vérifie une équation différentielle linéaire d'ordre C^ à coefficients 
rationnels qu'il est facile de former à partir de l'équation (2). Nous aurons 
à rechercher si cette équation admet une intégrale dont la dérivée loga- 
rithmique soit une fonction algébrique à p déterminations. 

La fonction 6, étant obtenue, des différcntiations el des résolutions 
d'équations du premier degré nous donneront 62, ..., 6,. Nous formons 
ainsi l'équation (3). 

Le sous-groupe continu maximum de son groupe de rationalité est 



Y,=:«/i, 



Y5=«JV 



Faisons la transformation 

(4) y = e ^J z. 



d'-^z 



L'équation en z obtenue sera privée de terme en , ^_^ ; le sous-groupe 
continu maximum du groupe de rationalité sera de la forme 

mais, comme il doit laisser invariable le déterminant 



AS-\) 
'I 
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il en résulte 



a =zï. 



L^iniéf(rale générale de r équation en z doit donc être algébrique. 

Ce fait que Tintégrale est algébrique simplifie considérablement sa 
recherche. La méthode la plus rapide est celle donnée par M. Painlevé 

{Comptes rendus, 1887, 1888). La fonction w= —vérifie une équation 

y 

algébrique; les travaux de M. Jordan font connaître une limite supérieure 
du degré de ré(|uation par rapport à u\ la considération des équations dé- 
terminantes relatives aux points singuliers donne une limite supérieure du 
degré par rapport à x. 

Tout ceci est considérablement simplifié dans le cas o\x s =^ q (ce qui 
arrive nécessairement si q est premier), car l'équation (3) se confond avec 
l'équation (2). On fait alors immédiatement la transformation (4) et Ton 
cherche les intégrales algébriques de l'équation en z. 



CHAPITRE VI. 



LES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE. 



1. Classification des groupes linéaires homogènes continus à deux 
Dariahles. — Les équations d'un tel groupe G sont de la forme 

et contiennent au plus quatre paramètres. 

Supposons que y, et y^ soient les coordonnées homogènes d'un point 

d'une droite. Les substitutions du groupe G effectuent sur les points de 

cette droite des transformations projectives formant un groupe continu F 

dont l'équation est 

Y, Y. 



Nous partagerons les groupes linéaires G en deux catégories, suivant que 
le groupe F est le groupe projectif général à trois paramètres de la droite 
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OU un de ses sous-groupes. Nous calculerons pour chaque catégorie un inva- 
riant différentiel caractéristique. 

I. Le groupe T est le groupe projectif général à trois paramètres de 
la droite. — Nous pouvons écrire son équation sous la forme 



Déterminons les divers groupes G correspondants. 

Les transformations de ces groupes sont certainement de la forme 

Yi==p(aiyi-H(3,j,). 

les quantités p, p', p", ... relatives aux diverses transformations, vérifiant 

l'équation 

99' ^9"' 

m 

Cette relation est tout d'abord vérifiée si toutes les quantités p sont égales 
à =b I . On obtient alors le groupe linéaire homogène spécial 

Y2=a,7i-+-(3,7, ) 

On peut aussi laisser varier p arbitrairement, et Ton a le groupe linéaire 
homogène général à quatre paramètres 

Y, - «i/i H" ^,/î, 

Yî :- «îj, H- 6, r,. 

Il n'y a pas d'autre groupe linéaire algébrique continu correspondant au 
groupe r. Car, si, pour une transformation particulière, | p | a une valeur 
0) :^ I, il doit prendre nécessairement toutes les valeurs comprises entre i 
et 0) et, par suite, les puissances de | p | prennent des valeurs positives quel- 
conques. Mais, comme les relations entre p, a^, [î^, aj, p^ sont algébriques, 
il est impossible que ces relations donnent pour | p | toutes les valeurs po- 
sitives si elles ne font acquérir à p toutes les valeurs réelles ou imaginaires. 

L'invariant le plus simple du groupe linéaire homogène spécial est la 
fonction 

Pour le groupe général, l'invariant est—» qui est aussi un invariant du 

Fac. de T ^ XIL H. 8 
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groupe spécial. Cette fonction — sera donc l'invariant le plus simple attaché 

à la première catégorie de groupes linéaires. 

II. Le groupe T est un sous-groupe du groupe projectif. 

M. Lie a montré (^Théorie der Transformalionsgruppeny t. III, p. 17) 
que r laisse invariable un point de la droite. Nous pouvons prendre ce 
point pour origine de coordonnées (y, = o), car cela revient à remplacer le 
groupe G par un groupe homologue. 

Les équations du groupe F sont alors 

et celles du groupe G 

Y, = fl,y,, 

Yî = «,7, -f-^i/t. 

^n ^25 '^25 n'étant indépendants que si le groupe G est à trois paramètres. 

Tous ces groupes admettent l'invariant différentiel — que nous choisi- 

rons comme invariant caractéristique de la deuxième catégorie. 

Le théorème suivant résume les résultats obtenus dans ce paragraphe : 

ÏHÉouÈME. — Les groupes continus linéaires homogènes à deux va- 
riables se partagent en deux catégories qui comprennent respectivement : 

1. Le groupe linéaire homogène général et le groupe linéaire homo- 

gêne spécial; V = — est l'invariant le plus simple^ commun à ces deux 

groupes. 

II. Les groupes dont les équations sont de la forme 

Y, = «1/1, Y2= «,7, -h b^Yt\ 
\J z= —^ est V invariant caractéristique y commun à tous ces groupes. 

2. Détermination du groupe de rationalité de V équation 

d^y dy 

Nous supposons que p^ et p.^ sont des fonctions rationnelles de x. Tout 

ce que nous dirons s'applique au cas où ce sont des fonctions algébriques. 

Le groupe de rationalité de l'équation (i) ou tout au moins son groupe 



LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H.Sq 

continu maximum appartient à Tune des deux catégories obtenues plus 

haut. Les équations du second ordre se partagent donc en deux caté- 

gories suwant la nature de leur groupe de rationalité. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation appartienne à 

une catégorie donnée est que l'invariant caractéristique de cette catégorie 

soit rationnel ou algébrique, quand on y remplace ysi y^^i P^^i* un système 

fondamental d'intégrales de l'équation (i) (Chap. V, n° 3). Examinons, 

séparément, les deux cas qui peuvent se présenter. 

1%' 
I. Pour toutes les équations (i), l'invariant — est rationnel, car 



— ; //i, 



Les équations de la première catégorie seront donc caractérisées par 
cette propriété négative qu'elles n'appartiennent pas à la deuxième caté- 
gorie. Nous verrons tout à l'heure comment l'on peut reconnaître s'il en est 
ainsi; supposons, pour le moment, le fait acquis. 

Afin de poursuivre la détermination du groupe de rationalité, nous 
recherchons si ce groupe est le groupe linéaire général ou bien si son sous- 
groupe continu maximum est le groupe linéaire spécial. Dans ce dernier 
cas seulement, l'invariant v de ce groupe est une fonction algébrique de x*^ 
or p est donné par l'équation 

La condition nécessaire et suffisante pour que v soit algébrique est 
évidemment que la fonction /?, n'ait, dans tout le plan, que des pôles 
simples avec des résidus commensurables. 

Si cette condition n'est pas vérifiée, le groupe de rationalité de (i) est 
le groupe linéaire homogène général. 

Si, au contraire, p est une fonction algébrique, le groupe de rationalité 
admet comme sous-groupe continu maximum le groupe linéaire homogène 
spécial; la forme de la fonction (^ permet ensuite de déterminer complète- 
ment le groupe de rationalité. 

IL Les équations de la deuxième catégorie sont celles dont le groupe 
de rationalité ou son sous-groupe continu maximum appartiennent à la 

deuxième catégorie; pour ces équations, l'invariant U = — est rationnel 
ou algébrique. 

Nous avons à reconnaître si l'équation (i) admet une intégrale dont la 
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dérivée logarithmique est rationnelle ou algébrique. C'est un problème 
que nous savons résoudre : la méthode exposée au Chapitre V, n" 4, nous 
conduit aux résultats suivants : 

I® -~ lia au une seule détermination, — On l'obtient en cherchant les. 
y ^ 

intégrales de l'équation (i), dont la dérivée logarithmique est rationnelle. 
Au cas où cette recherche aboutit, nous avons 

— - r{x). 

y 

Toutes les intégrales de l'équation 

-=/— r{x)y — o 
appartiennent à l'équation (i), qui, par suite/ peut s'écrire 

dz 

/', (x) étant une fonction rationnelle (Schlesincer, Handbuch dev linearen 
Differ^cntialgleichungen, t. I, p. 45). 

Nous calculerons d'abord par une quadrature la fonction z ; l'équation 

nous donnera ensuite par deux quadratures l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i). 

La détermination complète du groupe de rationalité revient à l'étude de 
ces quadratures. 

2® — a deux déterminations. — La fonction symétrique 

y y' (i 

y, 7î djo ^5. lyi 

est rationnelle. 

Nous formons l'équation linéaire du troisième ordre qui admet pour 
intégrale ysYi et nous en cherchons les intégrales, dont la dérivée loga- 
rithmique est rationnelle. Lorsque cette recherche aboutit, il existe une 
expression de la forme 

dont la dérivée logarithmique est rationnelle. 
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Si b^ — ac était nul, Y serait le carré d'une intégrale de l'équation (i) et 
cette intégrale aurait sa dérivée logarithmique rationnelle ; nous l'aurions 
reconnue directement. 

Donc b^ — ac^o^ et Y est le produit de deux intégrales distinctes 
de (i); on peut donc écrire 

et l'on a 

■ÏX ^ y* = r^{x). 

yi y* 

Il est facile de calculer la fonction symétrique — ^- En effet 

7i y\ yt y\ 

et, en remplaçant y\ et 'y\ par leurs valeurs tirées de (i), 

-p,r,{x) - 2;?,- ^-y^ = r\{x), 

OU 

y' y' 

- />! ^1 (^) - 2/?,- rj (^) + 2 ^ ^ =z r; (a:). 

Nous pouvons donc écrire l'équation algébrique donnant U = — en 
fonction de x 

lo&/« G^ ^^^72 sont donnés par les intégrales hyperelUptiques 



log/i=yu,d/x, logy^ — jVidx. 



Le sous-groupe continu maximum du groupe de rationalité est de la 
forme 

L'étude des intégrales hyperelliptiques achèvera la détermination du 

groupe de rationalité. 

y' 
3" — a plus de deux déterminations. — Nous avons vu alors, au Cha- 

pitre V, n® 4, que le sous-groupe continu maximum du groupe de rationa- 
lité est 

La transformation 
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nous fait passer à réqualion 

dont toutes les intégrales doivent ôtrc algébriques. On reconnaîtra s'il en 
est ainsi par la méthode de M. Painlevé. 

L'énoncé suivant résume les résultats obtenus dans ce paragraphe : 

Théorème. — Les équations différentielles linéaires homogènes du 
second ordre se partagent en deux catégories caractérisées comme il 
suit : 

I. Aucune intégrale n'a sa dérivée logarithmique algébrique. 

II. La dériçée logarithmique d'une intégrale est une fonction algé- 
brique à N déterminations ; trois cas sont à distinguer : 

N > 2 : L'intégrale générale est le produit de l'exponentielle e ^"^ ' 
par une fonction algébrique, 

N = 2 : Les logarithmes de deux intégrales particulières s'expriment 
par des intégrales hyperelliptiques. 

N = I : Le logarithme d'une intégrale au moins s'exprime par une 
quadrature portant sur une fonction rationnelle. L'intégration s'achèi^e 
par quadratures. 

La détermination complète du groupe de rationalité s* achève ou 
rei^ient à l'étude de quadratures. 



CHAPITRE VII. 

ÉQUATIONS DU TROISIÈME ORDRE. 



1. Classification des groupes linéaires homogènes continus à trois 
variables. — Les équations d'un tel groupe G sont de la forme 

et contiennent au plus neuf paramètres. 
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Supposons que^jj^a^y.! soient les coordonnées homogènes d'un point 
d'un plan. Les substitutions du groupe G effectuent, sur les points de ce 
plan, des transformations projectives formant un groupe continu F, dont 
les équations sont 

Y, Y. Y, 



(r) 



«i7i-+-^7ï-+-c,y8 «27i + ^î7i -+- Cf/? ' «3/1 + ^»7î -^ ^,7, 



Nous allons classer ces groupes d'après les figures géométriques qu'ils 
laissent invariables, et nous rangerons les groupes linéaires de la même 
façon que les groupes projectifs qui leur correspondent. 

D'après un théorème de M. Lie {Th. der Transformationsgrupperiy 
t. III, p. 94), un groupe continu projectif du plan, qui n'est pas le groupe 
projectif général, laisse invariable ou un point ou une droite, ou bien c'est 
le groupe à trois paramètres d'une conique non décomposable. 

Nous avons donc quatre catégories de groupes linéaires; nous allons 
déterminer, pour chacune d'elles, la forme des groupes qui y sont contenus 
et un invariant différentiel caractéristique. 

I. Le groupe F est le groupe projectif général à huit paramètres du 
plan. — Ses équations peuvent s'écrire 



Y, 



Y. 



Y, 



avec 



«i7i-^-pi7î-+-yi.r3 " «j.^i -H Pïjï 4-/1/3 a»7i -+- (3,7, H- y,73 

«1 (3i Vi 

a, (3, y, "1. 

«1 Pa y% 

On reconnaît, comme au Chapitre précédent, qu'il y a deux groupes 
linéaires correspondant à ce groupe : 

Le groupe linéaire homogène spécial à huit paramètres 

Y,= a/7t-f-(3,-7,-hyiX, (/~i, 2, 3), 

Le groupe linéaire homogène général à neuf paramètres 

Y,--«/7t4- ^/7î-f-c/73 {i — iy 2, 3). 
L'invariant le plus simple du groupe spécial est 



7i y^ 



w 



y\ 






7; 
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iv' 



Pour le groupe général, Finvariant est — > qui appartient aussi au groupe 
spécial. 

La fonction W = — sera donc l'invariant le plus simple attaché à la 

première catégorie de groupes linéaires. 

II. Le groupe T laisse une droite invariable. — Nous pouvons supposer 
qu'elle est le côté y^ = o à\x triangle de référence. 

Les équations du groupe G sont alors de la forme 

Ys — «37i -+- ^3/î -H c^y%. 

les paramètres a, i, c n'étant indépendants que si le groupe G est à sept 
paramètres. 

Tous ces groupes admettent l'invariant différentiel L) = — > que nous 

choisirons comme invariant caractéristique de la deuxième catégorie. 

III. Le groupe T laisse un point invariable, — Nous pouvons supposer 
que c'est le sommet j^, = o, j^a = o du triangle de référence. 

Les équations du groupe G sont alors de la forme 

Y, — a,7, -h- 6i7„ 
Yî = «j7,-i- bij\, 

les paramètres a, i, c n'étant indépendants que si le groupe G est à sept 
paramètres. 
Nous poserons 

Tous les groupes de la troisième catégorie admettent l'invariant diffé- 
rentiel V = -» qui en est l'invariant caractéristique. 

IV. Le groupe T est le groupe projectif à trois paramètres d'une 
conique non decomposable, dont nous pouvons supposer l'équation rame- 
née à la forme 

On voit facilement que cette catégorie comprend deux groupes : 
Un groupe à trois paramètres formé des transformations linéaires dont le 
déterminant est égal à i, qui laissent inaltérée la fonction 0. 



LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET LA THÉORIE DES GROUPES. H. 65 

Un groupe à quatre paramètres formé des transformations linéaires qui 
multiplient par un facteur constant quelconque. 

Ces deux groupes admettent donc l'invariant différentiel = ^, qui est 

rinvariant caractéristique de la quatrième catégorie. 

L'énoncé suivant résume les résultats acquis dans ce paragraphe : 

Théorème. — Les groupes continus linéaires homogènes à trois va- 
riables se partagent en quatre catégories qui comprennent respective- 
ment : 

1. Le groupe linéaire général et le groupe linéaire spécial; W = — 

est l'invariant le plus simple commun à ces deux groupes. 

II. Les groupes qui laissent invariable l'équation y ^ = o; rinvariant 

caractéristique est U = — • 

III. Les groupes qui laissent invariables le système d'équations 

v' 

y, = o, ^2 = o; l'invariant caractéristique estV ^ - • 

IV. Les groupes qui laissent invariable l'équation = o; l'invariant 

0' 
caractéristique est@= j- 

Un même groupe peut d'ailleurs appartenir à plusieurs catégories. 

2. Détermination du groupe de rationalité de l'équation 

d^y d^Y dy 

Les coefficients/? 4, /?2, p^ sont rationnels (ou algébriques). 

Le groupe de rationalité, ou tout au moins son sous-groupe continu maxi- 
mum, appartient à Tune des quatre catégories obtenues plus haut. Les 
équations du troisième ordre se partagent donc en quatre catégories 
suivant la nature de leur groupe de rationalité. 

Pour décider à quelle catégorie appartient l'équation (i), il faut recher- 
cher si les invariants donnés plus haut sont rationnels ou algébriques quand 
on remplace y<, y^^ y^ par un système fondamental d'intégrales de cette 
équation. 

Mais les quantités w, v^ iv, 6 vérifient des équations difierentielles li- 
néaires à coefficients rationnels qu'il est aisé de former ; nous aurons à recon- 

Fac. de T.— XII. H.Q 
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naître si ces équations ont des intégrales dont la dérivée logarithmique est 
rationnelle ou algébri(|ue (Chap. V, n® 4). 

Nous allons parcourir les diverses catégories et approfondir la solution 
du problème en étudiant ce qui est particulier à chacune d'elles. 

I. Pour toutes les équations (i), l'invariant ~ est rationnel, car 



iv' 



w 



Les équations de la première catégorie sont donc caractérisées par cette 
propriété négative qu'elles n'appartiennent à aucune des trois autres caté- 
gories. Nous verrons tout à l'heure comment on peut reconnaître s'il en est 
ainsi; supposons pour le moment le fait acquis. 

Nous rechercherons, comme au n^ 2 du Chapitre précédent, si le groupe 
de rationalité est le groupe linéaire général ou si son sous-groupe continu 
maximum est le groupe linéaire spécial. 

II. Les équations de la deuxième catégorie sont celles dont le groupe de ra- 
tionalité ou son sous-groupe continu maximum appartiennent à la deuxième 

catégorie; pour ces équations, l'invariant L = —est rationnel ou algé- 

brique. 

Nous rechercherons donc, par la méthode exposée au Chap. V, n** 4, si 
Téqualion (i) admet des intégrales dont la dérivée logarithmique est ration- 
nelle ou algébrique. Il peut se présenter les cas suivants : 

y' 
i^ '— n'a Qu'une seule détermination. Soit 

y' 

•— =/-(a.-). 

y 

Toutes les intégrales de l'équation 
appartiennent à l'équation (i) qui, par suite, peut s'écrire 

d^z clz 

(ji et rj2 étant des fonctions rationnelles. 

Nous rechercherons, comme il a été dit au Chap. VI, le groupe deralio- 
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nalité de cette équation; lorsqu'il sera déterminé, nous en déduirons le 
groupe de rationalité de Téqualion (i). 

2,^ — a deux déterminations. Le sous-groupe continu maximum du 

»/ 

groupe de rationalité a pour équations 

Y3 = «jji -f- b^yt H- ^sjs, 

y\ ^^ y^ sont deux intégrales indépendantes de Téquation à coefficients 
rationnels 

(2) t—f^r^{x)y'-^i\{x)-o. 

L'équation (i) peut donc s'écrire 

dt , , 

--^r,{œ)t^o. 

La fonction t se calculera par une quadrature; l'équation à second 
membre (2) que nous savons intégrer lorsque t = o nous donnera ensuite, 
par des quadratures, l'intégrale générale de l'équation (i). 

La détermination complète du groupe de rationalité revient à l'étude de 
ces quadratures. 

30 Z- ^ trois déterminations relatives à trois intégrales linéairement 

indépendantes. Les équations du sous-groupe continu maximum du groupe 
de rationalité sont 

Les diverses déterminations de la fonction logj^ sont données par des 
intégrales abéliennes attachées à la courbe 

U' -+- r, {x) U«4- r^{x) U -f- r^{x) — o, 



4** — a plus de trois déterminations. Les équations du sous-groupe con 



y. 

y ^ 

linu maximum du groupe de rationalité sont 

Yt=afy,, Y,— a/,, Ys— a/,. 
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-1 r» dr 

L'intégrale générale est le produit de l'exponentielle e '"^ * par une 
fonction algébrique. 

III. Les équations de la troisième catégorie sont celles dont le groupe 
de rationalité ou son sous-groupe continu maximum appartiennent à la 

troisième catégorie; pour ces équations, l'invariant V = — est rationnel ou 

algébrique. 

Il est avantageux de remplacer l'invariant V par l'invariant 

V -h />, — = -T- log — • 

i' \v ci.r \v 

La fonction f] = — vérifie l'équation adjointe de l'équation (i) 

Nous rechercherons si cette équation a des intégrales dont la dérivée 
logarithmique est rationnelle ou algébrique. La discussion est la même que 
celle que nous venons de faire pour les équations de la deuxième catégorie; 
elle nous conduit à la détermination du groupe de rationalité de l'équa- 
tion (3). Le groupe de rationalité de l'équation (i) est le groupe dua- 
listique du groupe ainsi trouvé ( Vessiot). 

IV. Le groupe de rationalité des équations de la quatrième catégorie 
contient le groupe linéaire homogène continu à trois paramètres qui laisse 
invariable la fonction 

Pour ces équations, l'invariant — j est rationnel ou algébrique. 

La fonction 6 vérifie une équation linéaire à coefficients rationnels du 
sixième ordre que l'on obtient comme il suit. On pose 

et l'on différcntie six fois cette équation en remplaçant, lorsqu'il y a lieu, -j^ 
par sa valeur tirée de (i); l'élimination des six quantités 

d^ y d^ y 



dx^ dxJ 



ihj =0, 1,2) 



nous conduit à l'équation cherchée, dont l'intégrale est la forme quadra- 
tique générale aux variables y, , y^^ y.^ 
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On calculera les intégrales de cette équation dont la dérivée loga- 
rithmique est rationnelle ou algébrique. 

S'il existe une telle intégrale, elle s'exprime certainement par une forme 
quadratique en JK^ , JK2» JKa? dont le discriminant est différent de zéro ; sinon 
l'équation ( i) appartiendrait à la classe II ou à la classe III et nous l'aurions 
déjà reconnu. 

De plus, la fonction ^ est rationnelle; car si elle avait deux détermi- 

Q' 6' 

nations ^ et ^> le sous-groupe continu maximum du groupe de rationalité 
laisserait invariable chacune des deux coniques : 

et, par suite, leurs points d'intersection. L'équation appartiendrait donc à 
la classe III. 

Supposons donc que l'on ait obtenu 

(4) 0Tr:|'=zr(^). 

Si la fonction 0, définie par cette équation, est algébrique, le groupe de 
rationalité admet comme sous-groupe continu maximum le groupe à trois 
paramètres qui laisse inaltéré. La nature de la fonction algébrique per- 
met d'achever la détermination du groupe de rationalité. 

Si n'est pas algébrique, le groupe de rationalité est le groupe à quatre 
paramètres qui laisse invariable l'équation = o. 

Quel profit peut-on tirer de l'équation (4) pour simplifier l'intégration 
de l'équation (i)? 

Nous transformerons d'abord l'équation (i) en une équation analogue 
pour laquelle la relation entre les intégrales sera 

9 — 0. 

Pour définir la transformation employée, nous nous servirons du mode 
de représentation des systèmes fondamentaux d'intégrales adopté par 
Halphen. Nous ferons correspondre à chaque système de valeurs y,, Xa^y^ 
le point du plan dont les coordonnées homogènes sont jKn ^2? y s- Lorsque 
X varie, ce point se déplace sur une courbe C, qui représente le système 
fondamental jKoy2?y3- 

Considérons la courbe C relative à un système fondamental vérifiant 
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Téqualion (4). La tangente à la courbe C en un de ses points M coupe la 
conique ^ o en deux points m^ dont il est facile de trouver les coor- 
données y ,,y2?>'3- Nous îivons, en effet, puisque m est sur la tangente, 

et, puisqu'il est sur la conique ô = o, 

^Mj' - /ijs) 4- a?(27, ri -7, /a -737',) + ^'(/î' - ri y% ) - o- 

Les équations (1) et (/|) permettent de calculer facilement, par des diffé- 
rentiations et des résolutions d'équations du premier degré, des quantités 
proportionnelles aux expressions 

y\ — ji y^> 27, 7; - 7, 7; - 7, 7; , 7;« - 7; 7; . 

On trouve ainsi que le rapport ^ est donné par l'équation à coefficients 
rationnels 

Les deux valeurs de ce rapport correspondent aux deux points d'inter- 
section de la tangente en M et de la conique. 

Si nous faisons maintenant sur l'équation (i) la transformation 

(5) 7 y.y^?^Y', 

on obtient une nouvelle équation 

(6) ^-''■rf^+'P'^-^»-^==«' 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x^cl et p et pour la- 
quelle il existe un système d'intégrales fondamentales vérifiant la relation 

-î 

/î — /i 73 = o. 

M. Goursat {Bulletin de la Société mathématique de France y t. XI) a 
donné une méthode très élégante qui ramène l'intégration de l'équation (6) 
à celle d'une équation du second ordre. 
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Je me bornerai à énoncer le résultat : 

Les intégrales de l'équation (6) sont les carrés des intégrales d'une 
équation du second ordre à coefficients rationnels en Xj a, p. 

Il résulte alors de l'équation (5) que : 

Les intégrales de l'équation (i) s' expriment en /onction de l'intégrale 
générale z de cette équation du second ordre par une formule de la 
forme 

A e/ B étant des fonctions rationnelles de x^ ol et^. 

L'énoncé suivant résume les résultats obtenus dans ce paragraphe. 

Théorème. — Les équations différentielles linéaires homogènes du 
troisième ordre se partagent en quatre catégories caractérisées comme 
il suit : 

I. Cette catégorie comprend les équations les plus générales et celles 
pour lesquelles w est une fonction algébrique. 

II. La dérivée logarithmique d'une intégrale est une fonction algé- 
brique. 

III. La dérivée logarithmique de la fonction v ou bien encore d'une 
intégrale de l'équation adjointe est algébrique. 

IV. La dérivée logarithmique d'une forme quadratique non décom- 
posable des intégrales est rationnelle. 

Dans tous ces cas, la détermination effective du groupe de rationalité 
exige au plus l'étude de quadratures. 



CHAPITRE VIU. 

ÉQUATIONS DU QUATRIÈME ORDRE. 



1. Classification des groupes linéaires homogènes continus à quatre 
variables, — Les équations d'un tel groupe G sont de la forme 

et contiennent au plus seize paramètres. 
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Supposons que yt^ y^i y^ij y.\ soient les coordonnées homogènes d'un 
point de l'espace à trois dimensions. Les substitutions du groupe G effec- 
tuent sur les points de l'espace des transformations projectives formant 
un groupe continu F, dont les équations sont 

Y^ ^ Y, ^ 

Nous allons classer ces groupes, d'après les figures géométriques qu'ils 
laissent invariables et nous rangerons les groupes linéaires de la même façon 
que les groupes projectifs qui leur correspondent. 

M. Lie a déterminé tous les groupes projectifs de l'espace ordinaire et il 
suffit de rassembler divers résultats qu'il a donnés (Théorie der Transfor- 
mationsgrupperiy t. III, p. 226, 235 et 236) pour reconnaître que les hy- 
pothèses suivantes sont seules à envisager : 

I. r est le groupe projectif général de l'espace à trois dimensions, sinon 
il laisse invariable l'une au moins des figures suivantes : 

II. Un plan; 

III. Une droite; 

IV. Un point. 

Ou bien encore F est l'un ou l'autre des groupes suivants : 

V. Le groupe projectif à six paramètres d'une surface du second degré 
non dégénérée. 

VI. Le groupe projectif à dix paramètres d'un complexe linéaire non 
dégénéré. 

VII. Le groupe projectif à trois paramètres d'une cubique gauche. 

Nous avons donc sept catégories de groupes linéaires; nous allons déter- 
miner pour chacune d'elles la forme des groupes qui y sont contenus et un 
invariant différentiel caractéristique. 

I. Le groupe F est le groupe projectij général à quinze paramètres 
de l'espace, — On reconnaît alors, comme aux Chapitres précédents, qu'il 
y a deux groupes linéaires correspondant à ce groupe : 

Le groupe linéaire homogène spécial à quinze paramètres formé de toutes 
les transformations linéaires dont le déterminant est égal à i ; 

Le groupe linéaire homogène général à seize paramètres comprenant 
toutes les transformations linéaires. 
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L'invariant le plus simple du groupe spécial est 



Arrz 
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73 


74 
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y\ 
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y\ 
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Pour le groupe général, l'invariant le plus simple est -^ • 

La fonction -^ est donc l'invariant le plus simple commun aux groupes 

de la première catégorie. 

n. Le groupe T laisse un plan im^ariable. — Nous pouvons supposer 
que c'est la face /< = o du tétraèdre de référence. 
Les équations du groupe G sont alors de la forme 






{iz-^2, 3,4). 



La fonction U = ^ est l'invariant caractéristique appartenant aux 
groupes de la deuxième catégorie. 

IIL Le groupe T laisse une droite invariable. — Nous pouvons sup- 
poser que c'est l'arête y^ = o, y^ -- o du tétraèdre de référence. 
Les équations du groupe G sont alors de la forme 
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La fonction 
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(^•^3,4). 



est l'invariant différentiel caractéristique des groupes de la troisième caté- 
gorie. 

IV. Le groupe T laisse un point invariable. — Nous pouvons supposer 
que c'est le sommet^^ = jy^^ = JK3 = o du tétraèdre de référence. 
Les équations du groupe G sont de la forme 



Y| — Ui 7, -H bi y^ -i- c/73 \ 

Y4 =«4yi-H^4 7î4-C473-hû^^7t ) 

Fac. de T. — XII. 



(f — 1,2, 3). 



H.io 



11.74 F- MAROTTE. 



La fonction W = — > où 

il* 



M' ziz 



ft Xt 73 

I I I 

Jx 7i Jz 

Xi y^ 7% 



est l'invariant diflcrcntiei caractéristique des groupes de la quatrième caté- 
gorie . 

V. r est le groupe projectifà six paramètres d'une surface du second 
degré non dégénérée dont nous pouvons supposer l'équation ramenée à la 

forme 

^ = /i74 — 7j73 = o. 

Cette catégorie comprend deux groupes : 

Un groupe à six paramètres formé des transformations linéaires dont le 
déterminant est égal à i, qui laissent inaltérée la fonction 6; 

Un groupe à sept paramètres formé des transformations linéaires qui 
multiplient par un facteur constant quelconque. 

Ces deux groupes admettent donc l'invariant différjcntiel =^ ^-j qui est 

l'invariant caractéristique de la cinquième catégorie. 

VI. r est le groupe projectifà dix paramètres d'un complexe linéaire 
non dégénéré. 

Pour ce qui suit, il nous sera avantageux de supposer que ce complexe 
linéaire est celui qui est attaché à la cubique gauche 

7» 73 74 

et qui peut être défini de la façon suivante : 

Les coordonnées d'un point de la cubique s'expriment en fonction d'un 
paramètre par les formules 

7i=^'» yt—t^y 73= ^ 74='- 

L'équation du plan osculateur à la cubique au point /(/mJK2?/3j/ï) 

sera donc 

Y,-3^Y,4-3/«Y3-<^Y4=^o 

ou 

Y,74 - 3 Y,73 4- 3 Y372 - Y,y , ^ o. 

Les points de contact des plans osculateurs à la cubique menés par un 
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point M (Zi , z^^ Zjij Zji) de l'espace ont leurs coordonnées / définies par l'équa- 
tion 

5j — ■ O C JZ^ i~ o c 53 — l Z^ — Oj 

ou bien encore ces points sont dans le plan 

(a) 5,7^ — 35j73 4- S^a/j — z^yi = o. 

Ces points, au nombre de trois, sont situés dans un plan P passant par 
le point M. 

La cubique nous permet donc de définir une correspondance entre les 
points M et les plans P de l'espace qui est précisément la correspondance 
définie par le complexe linéaire formé par les droites joignant les deux 
points (y^ ,jK2?/sî/4)et(z,,Z2,^3,54) dont les coordonnées vérifient l'équa- 
tion (a). 

L'équation (a) définit le complexe linéaire attaché à la cubique. On en 
déduit immédiatement l'équation différentielle des courbes dont les tan- 
gentes appartiennent à ce complexe : 

La sixième catégorie comprend deux groupes : 

Un groupe à dix paramètres formé des transformations linéaires dont le 
déterminant est égal à i , qui laissent inaltérée la fonction (o; 

Un groupe à onze paramètres formé des transformations linéciires qui 
laissent inaltérée l'équation (o = o. 

La fonction û = — est l'invariant différentiel caractéristique de cette ca- 
tégorie. 

VIL r 6'^/ le groupe projeclî/à trois paramètres de la cubique gauche 

yi — Xl ^Xl. 

Jî 73 J* ' 

Ce groupe laisse donc invariable le complexe linéaire dont nous venons 
de trouver l'équation. Les groupes linéaires correspondants admettent donc 
l'équation invariante (o = o et possèdent l'invariant différentiel 



O) 



Ils laissent aussi invariable la développable formée par les tangentes à la 
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cubique gauche et dont réquation est 
Ils admettent donc le nouvel invariant 



1=^-. 



Nous allons déterminer les équations des groupes G qui correspondent 
au groupe F. 

Les coordonnées d'un point de la cubique gauche s'expriment en fonc- 
tions homogènes de deux paramètres X^ et Xj par les formules 

7t=^î, ft — y^Uu 7j— ^i^î, 74"^?. 

Si l'on suppose que X, et Xj sont les coordonnées homogènes d'un point 
d'une droite, ces formules étabhssent une correspondance biuniforme entre 
les points M de la cubique et les points m de la droite. 

Les transformations projectiles de l'espace qui reproduisent la 
cubique correspondent aux transformations projectiles de la droite et 
réciproquement. 

En effet, une transformation projective de l'espace qui reproduit la 
cubique fait correspondre à un point M, un seul point Mo. On obtient 
donc sur hi droite une transformation qui fait correspondre au point m^ le 
seul point m^\ c'est une transformation projective. 

Kéciproquement, une transformation projective de la droite fait corres- 
pondre à un point m, le seul point m^\ elle donne donc sur la cubique une 
transformation qui fait correspondre au point M, le seul point M2. Nous 
obtenons ainsi une transformation qui n'est définie que pour les points de la 
cubique; il est facile de la définir pour tout l'espace. 

Pour cela, nous ferons correspondre au plan qui coupe la cubique aux 
trois points M,, N,, P, le plan qui la coupe aux trois points transformes 
Ma, Na, Pjj. La correspondance ainsi définie entre les plans de l'espace est 
biuniforme; c'est donc une transformation projective qui laisse la cubique 
invariable. Le théorème que nous avions en vue est donc démontré. 

Il nous est maintenant facile de trouver les équations des groupes projec- 
tifs qui laissent la cubique invariable. 

Les transformations projectives de la droite s'écrivent 

((3) Ai=aX, -h^X, Aj—cXi-hc^Xf 
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Les transfornialions correspondantes de l'espace qui changent le point 
en le point 



s 

•i 



Y, = A?, Y^T^AÎA,, Y3-:A,A^ Y4=.A,» 

s'exprimeront donc par les formules suivantes : 
/ Y,=:a'x,4-3a«^^/,-f-3a^^«/,-+-63/„ 

(y) { 

* Y^—ac^y^-\-{iacd-^c^b)y^-\-{ad^-\-ibcd)y^-{-bd^y^, 

Y4 — c' j, H- 3 c» c(x, -h 3 ce/«/, + fi^74. 

Puisque les transformations (P) définissent le groupe projectif à trois 
paramètres de la droite, deux hypothèses seulement sont acceptables : 

1° ajbjC^ d sont indépendants. Les équations (y) définissent un groupe 
linéaire à quatre paramètres. 

2° a, bj c, d sont liés par la seule relation ad — bc=^i. Les équations (y) 
définissent un groupe linéaire à trois paramètres. 

Ce sont les deux seuls groupes linéaires homogènes qui appartiennent à 
la septième catégorie. Leurs invariants caractéristiques sont 

L'énoncé suivant résume une partie des résultats acquis dans ce para- 
graphe : 

Théorème. — Les groupes continus linéaires homogènes à quatre 
variables se partagent en sept catégories qui comprennent respective- 
ment : 

L Le groupe linéaire général et le groupe linéaire spécial; -^ est 
l' invariant le plus simple commun à ces deux groupes; 

IL Les groupes qui laissent invariante Véquationy^ = o; l'invariant 

caractéristique estU = ^; 

IlL Les groupes qui laissent invariant le système d'équations y^ =: o, 
y^ = o; V invariant caractéristique est\ = — ; 

IV. Les groupes qui laissent invariant le système d' équations y ^ = o, 
^2 = o, ^3 = o ; r invariant caractéristique est W = — ; 
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Y. Les deux groupes qui laissent in\^arianle V équation 6 = et dont 

Vini'ariant commun est& = -^ : 

y 

VI. Les deux groupes qui laissent invariante ^équation (o = o e/ dont 
rinvariant commun est û = - : 

VII. Les deux groupes qui laissent la cubique gauche invariable et 



0)' 



dont les invariants communs sont û = — e/ S == — . 

2. Détermination du groupe de rationalité de V équation 

d>Y d^Y d^y dy 

Les coefficients /^ij/^iî/^aî/'^ sont rationnels (ou algébriques). 

Le groupe de rationalité ou tout au moins son sous-groupe continu 
maximum appartient à l'une des sept catégories énumérées plus haut. Les 
équations du quatrième ordre se partagent donc en sept catégories sui- 
vant la nature de leur groupe de rationalité. 

Pour décider ù quelle catégorie appartient l'équation (i), il faut recher- 
cher si les invariants que nous avons donnés sont rationnels ou algébriques, 
quand on remplacey,,y2?y3?JK4 P^i* un système fondamental d'intégrales 
de cette équation. 

Mais les quantités w, t^, (î^, 0,(o, a vérifient des équations différentielles 
linéaires à coefficients rationnels qu'il est aisé de former; nous aurons à 
reconnaître si ces équations ont des intégrales dont la dérivée logarithmique 
est rationnelle ou algébrique. 

Nous allons parcourir les diverses catégories et approfondir la solution 
du problème en indiquant ce qui est particulier à chacune d'elles. 

I. Pour toutes les équations (1), l'invariant -^ est rationnel, car 

à' 

Les équations de la première catégorie sont donc caractérisées par cette 
propriété négative qu'elles n'appartiennent à aucune des six autres caté- 
gories. C'est donc lorsque les recherches que nous allons indiquer auront 
échoué que l'on saura que l'équation est de la première catégorie. 

Nous rechercherons alors, comme au n*^ 2 du Chap. VI, si le groupe de 
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rationalité est le groupe linéaire homogène général ou si son sous-groupe 
continu maximum est le groupe spécial. 

II. Les équations de la deuxième catégorie sont caractérisées par ce fait 

que l'invariant U = — est rationnel ou algébrique. 

Nous calculerons donc, par la méthode exposée au Chap. V, n°4, les 
intégrales de l'équation (i) dont la dérivée logarithmique est rationnelle ou 
algébrique. La détermination du groupe de rationalité s'achèvera ensuite 
comme il a été indiqué pour les équations du troisième ordre (Chap. VII, 
n«2). 

IV. Pour les équations de la quatrième catégorie, l'invariant W~ — 

est rationnel ou algébrique. 

On verra, comme au Chapitre précédent, que l'adjointe de Lagrange de 
l'équation (i) admet une intégrale dont la dérivée logarithmique est ration- 
nelle ou algébrique. On déterminera le groupe de rationalité de cette ad- 
jointe qui rentre dans la catégorie II; le groupe de rationalité de l'équa^ 
tion (1) est le groupe dualistique du groupe ainsi trouvé. 

m et VI. L'équation (i) appartiendra à l'une ou à l'autre de ces deux 
catégories suivant que l'un ou l'autre des invariants 



V=:^, Î2=î!^ 



est rationnel ou algébrique. 

Mais les fonctions p et (o vérifient une même équation différentielle 
linéaire du sixième ordre que l'on peut former comme il suit. Posons 



^=7i/î-rt7'i 



et différentions cette équation en remplaçant toutes les fois qu'il y a lieu 
y'i ^^yi P^^ leurs valeurs déduites de l'équation (i). On obtient ainsi les 
expressions de r et de ses six premières dérivées en fonctions linéaires des 
six déterminants que l'on peut former dans la matrice 

7i y\ y\ yiy 

ff /, y; y; \ 

L'élimination de ces six déterminants conduit à une équation linéaire, à 
coefficients rationnels, du sixième ordre, dont l'intégrale générale est 
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Nous rechercherons les intégrales de celte équation dont la dérivée loga- 
rithmique est rationnelle ou algébrique, 
i"^ Une intégrale e est telle que 

g' 

— ~ fonct. rationn. de a: = f\{^); 

6 

£ = o est l'équation diflerenlielle des courbes dont les tangentes appar- 
tiennent à un complexe linéaire. Deux cas sont à distinguer. 

a. Ce complexe se compose des droites qui coupent une droite fixe que 
nous pouvons supposer être la droite 

Ji - o, Jî = o. 

L'équation du complexe est alors 

Pour reconnaître si nous nous trouvons dans ce cas, il faut chercher s'il 
existe des intégrales^, , yj de l'équation (i) telle que 

Des différentiations et des éliminations permettent de voir s'il en est ainsi 
et dans le cas favorable on trouve 

ri JÏ - 7i7Î =^ '•«(•^) (/ij'î -7«7i)- 

L'équation (i) appartient donc à la troisième catégorie. De plus elle est 
réductible et les intégrales y^, y^ vérifient l'équation du second ordre 

L'équation (i) peut donc s'écrire 

q^ et q., désignant deux fonctions rationnelles. On recherchera le groupe 
de rationalité de cette équation et l'on en conclura celui de l'équation (i). 

b. Le complexe £ — o est un complexe général; on peut alors écrire son 

équation 

0) =0, 
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Si aucun autre invariant U, V, W, 0, S, n'est rationnel ou algébrique, 
l'équation (i) appartient à la sixième catégorie et son groupe de rationalité 
a dix ou onze paramètres. 

On peut employer la relation 



ûj' 



--=:r,(a:), 

u) 

pour réduire l'équation (i) à une équation non linéaire du troisième ordre; 
on ne peut la ramener à une équation du second ordre. 

2** Une intégrale e est telle que - est une fonction algébrique à deux dé- 

termina tions ~ et — • 

Le sous-groupe continu maximum F du groupe de rationalité laisse inva- 
riables les deux complexes 

et, par suite, la congruence qui est leur intersection. Les deux directrices de 
cette congruence sont distinctes, sans quoi nous aurions trouvé 

Si ces deux directrices se coupent en un point A et sont situées dans un 
plan P, le groupe F laisse invariables le point A et le plan P; l'équation (i) 
appartient à la fois aux catégories II et IV et nous l'avons déjà reconnu. 

Le seul cas nouveau qui puisse se présenter est donc celui où les deux 
directrices de la congruence ne se coupent pas; nous pouvons supposer que 
ce sont les arêtes 

y\ — Oy 7j=o, et 73 = 0, y^—o, 

du tétraèdre de référence. 

Le groupe F laisse invariables ces deux droites et s'écrit 

^4=^4/3-+- ^47*. 

Les intégrales j,, ^2, /a, /j, vérifient une équation linéaire du second ordre 

Fac, de T. - XII. H. ï I 
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dont les coefficients 5, et s^ sont des fonctions à deux déterminations. 
3** Une intégrale e est telle que - est une fonction algébrique à trois dé- 



£ 
£ 

terminations. 



Il est facile de voir que le seul cas vraiment nouveau qui puisse se pré- 
senter est celui où le groupe F laisse invariables toutes les génératrices d'un 
même système d'un hyperboloïde. 

L'équation appartient donc alors à la cinquième catégorie et il sera bon, 
pour simplifier les calculs, de reconnaître d'abord s'il en est ainsi. 

Les cas où - aurait plus de trois déterminations rentrent dans les cas déjà 
connus. 

V. L'équation appartiendra à la cinquième catégorie, si l'invariant est 
rationnel ou algébrique. 

La fonction vérifie une équation diff^érentiellc linéaire que l'on obtiendra 
comme il suit. Posons 

et différentions en remplaçant lorsqu'il y a lieu^''' par sa valeur déduite de 
l'équation (i). Les seconds membres des équations obtenues seront des 
fonctions linéaires à coefficients rationnels des dix quantités 

yiOyik) {i,k^O, 1,2,3). 

En éliminant ces quantités entre les équations donnant 0, 0', . .., 0^***\ 
nous obtiendrons une équation différentielle linéaire du dixième ordre dont 
l'intégrale est la forme quadratique la plus générale aux variables y,, yj? 

Nous rechercherons les intégrales de cette équation, dont la dérivée 
logarithmique est rationnelle ou algébrique. 

Nous devons d'abord écarter les cas où les intégrales que nous calculons 
ainsi sont des formes quadratiques réductibles à un, deux ou trois carrés; 
le groupe continu maximum F du groupe de rationalité laisserait alors ou 
un plan ou une droite ou un point invariables, et ce sont des cas que nous 
avons déjà examinés. 

Il faut aussi écarter les cas où j est une fonction à plusieurs détermina- 

tions. S'il y en avait deux, par exemple ~ et ^> le groupe F laisserait inva- 
riables les deux quadriques 

^1 = 0, Ot — o, 
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et, par suite, leur tétraèdre conjugué commun qui comprend toujours 
au moins un sommet et une face; ce cas nous est donc connu. 

Recherchons donc les intégrales de l'équation en dont la dérivée loga- 
rithmique est rationnelle. S'il en existe une, nous pourrons écrire 

(2) j=r{x) avec = 7,74 — 7,7,. 

Si la fonction définie par cette équation est algébrique, le groupe F est 
le groupe à six paramètres qui laisse invariable. Sinon, le groupe de 
rationalité est le groupe à sept paramètres qui laisse invariable l'équation 
= 0. 

Quel profit peut-on tirer de l'équation (2) pour simplifier l'intégration 
de l'équation (i)? 

Par une transformation y = oLy -h Py , toute semblable à celle qui a été 
employée pour les équations du troisième ordre, nous remplacerons l'équa- 
tion (i) par une autre de même forme 

dont les coefficients sont des fonctions algébriques à deux déterminations 
et dont un système d'intégrales fondamentales vérifie la relation 

M. Goursat (Bulletin de la Société mathématique de France^ t. XI) 
a obtenu le résultat suivant : 

Les intégrales de V équation (3) sont les produits des intégrales de 
deux équations linéaires du second ordre dont les coejfficients sont 
racines d^ équations quadratiques à coefficients algébriques 

7 = Y)Ç. 

Nous en concluons que : 

Les intégrales de V équation (1) s^ expriment en fonction des inté- 
grales r\ etX^de ces deux équations du second ordre par des formules 

telles que 

Y = anX -4- br\X'-^ cr\'% H- r/yj'Ç', 

«, b^ Cj d étant des fonctions algébriques. 
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VII. L'équation (i) appartient à la septième catégorie, si le sous-groupe 
continu maximum g de son groupe de rationalité laisse invariable la 
cubique 

Ji __ 2j = Z£. 

7t J3 7* 

Une première condition nécessaire est donc que Tinvariant û = — soit 
rationnel. Supposons qu'il en soit ainsi. 

Il faut ensuite que l'invariant S = — soit rationnel ou algébrique. Mais 
le cas où il est algébrique doit être rejeté, car s'il avait deux déterminations 
-î- et — > le groupe g laisserait invariables les deux surfaces 

O*! — o, (Xj=0, 

et aussi les points où la cubique gauche appartenant à la surface a^ = o 
rencontre la surface a^ = o. L'équation (i) appartiendrait donc à une autre 
catégorie. 

Pour reconnaître si S = — est rationnel, nous formerons l'équation dif- 

férentielle linéaire à coefficients rationnels que vérifie la fonction a. Le 
procédé qui nous a déjà servi à former l'équation du dixième ordre, que 
vérifie la fonction 0, nous conduit alors à une équation d'ordre 35. Nous 
aurons à rechercher si elle admet une intégrale dont la dérivée logarith- 
mique est rationnelle. 

Lorsque le calcul aboutit, nous pouvons affirmer qu'il existe une forme 
biquadra tique des intégrales ^^iy^iy^y^zX*) dont la dérivée logarithmique 
est rationnelle. 

Le groupe F laisse invariable la surface Ç4 = o. Si l'équation ne rentre 
pas dans une des catégories II, III, IV ou V, cette surface 94 = o est cer- 
tainement la développable formée par les tangentes à une cubique gauche, 
car l'énumération des groupes linéaires, que nous avons faite au n" 1, est 
complète. 

Donc on peut écrire 

9* = <x=(j,/4 — j,y5)'-4(7Î — 7i7s)(7Î—7î74), 
et l'on a 

^ = r(^). 
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L'équation (i) appartient à la catégorie VII, et le groupe T est le groupe 
à trois ou à quatre paramètres qui laisse invariable la cubique gauche. 

M. Goursat (Comptes rendusy i885) a signalé le cas où les intégrales 
d'une équation (i) vérifient la relation a = o; il a montré que ces intégrales 
s'expriment alors en fonction de l'intégrale X d'une équation du second 
ordre par une formule telle que 

sans indiquer cependant comment on peut reconnaître s'il en est ainsi et 
former l'équation en \. Nous allons voir ce que deviennent ces résultats 
dans le cas général. 

Quel profit peut-on tirer de l'équation 

(4) ^='-(^), 

pour faciliter l'intégration de l'équation (i)? 

Avant de répondre à cette question, nous donnerons une nouvelle pro- 
priété du groupe de la cubique. 

L'équation générale des surfaces du second degré qui passent par cette 
cubique est 

«01 -h PO, -h yOa^^ a(7Î — yi/a) -+- P(7Î —^^i/i) -^ y (7174 — 71/3) = o. 

Les transformations du groupe permutent entre elles les surfaces de ce 
faisceau et cela de la façon suivante : 

Yî~-Y,Y,= (6c-ae/)«[ a^-{y\-y,y,)-^ ab{y,y,^y,y,)+ ^M/J-^^./O]. 

Y, Y3- Y, Y*= (^»c~ aûO' [2 ac(7»- 7,73) 4- (flrf -h 6c)(7,73--7,74) 4-2 M(7« —7,74)], 

YJ-Y,Y,= (^^c-a^)«[ c»(yî^j,y,)+ crf(7.73-7i7*)+ ^(7Î-7.7*)]- 

Il en résulte que la quantité aO, 4- pOa-l- 7^3 est l'intégrale générale 
d'une équation différentielle linéaire du troisième ordre à coefficients ra- 
tionnels. Ce sont aussi des intégrales particulières de l'équation en du 
dixième ordre qui nous a permis de caractériser la catégorie V; cette 
dernière équation est donc réductible. Nous avons donc une nouvelle mé- 
thode pour reconnaître si l'équation (i) est de la septième catégorie; mais 
les calculs qu'il nous faudrait effectuer sont beaucoup plus longs, car nous 
aurions à rechercher si une équation d'ordre CJ,, = i2o a une intégrale 
dont la dérivée logarithmique est rationnelle. 
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Cela pose, nous allons définir une transformation qui nous fera passer de 
Tcquation (i) à une équation linéaire analogue qui admettra un système d'in- 
tégrales fondamentales y^, ^2? Va?^* entre lesquelles on aura les relations 

(5) E = ^ = ^. 

72 y» V4 

En adoptant la représentation d'Halphen (voit* Chap. VII, n** 2) nous 
pouvons dire que nous allons définir une transformation faisant passer de la 
courbe intégrale G (y ^,^2 5^3? y*) de réquation(i)à la cubique gauche(S). 

Pour cela, nous ferons correspondre à un point M de la courbe G un 
des points où le plan osculateur à la courbe G en M rencontre la cubique; 
ces points sont au nombre de trois, ils seront donc déterminés par une 
équation du troisième ordre que nous allons calculer. 

Les coordonnées d'un point du plan osculateur à la courbe G en 
M(7n /a? 73? rO sont de la forme 

7^ = «7/ + P/ H- yyî (« = i, a, 3, 4). 
Ge point sera sur la cubique gauche si 

<^yt -H ^y\ + y7'i _ «7« + P7» + y. ri _ «73-^(373 +-77; . 
«7« -+- P/î + y 7Ï «73 + P7'3 -+- 773 «7* + P74 ^- yyl 

Ges équations s'écrivent encore 

o = P'0,(/) + (3[«6;(j) + y0;(/)] + «'0/(7)-f-«y[ô;(jK)--29,(/)]-i-y«O,(/) 

(t = i, 2, 3), 

en désignant par Ô/(y'), ^i(y') l^s fonctions 0/ définies plus haut où l'on a 
remplacé y par y' et y". 

En éliminant p entre ces trois équations, nous obtenons 

^«(7') «0;(7)+y^;(y) «'^«(7)-^«y[^;(7)-2^«(/)]+y*0«(7") 

^3(7') « 6; (7) -i- Y (?;(/) ««0,(7) + «y[^;(7)-203(7')J + y'^3(7') 

équation homogène et du troisième degré entre a et y. 

Les formules de substitution établies plus haut entre les montrent que 
cette équation n'est pas altérée lorsqu'on fait une transformation quel- 
conque du groupe de rationalité; ses coefficients sont donc rationnels. 



= 0, 
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En diffcrentianl un nombre convenable de fois Téquation (4) et rem- 
plaçant, lorsqu'il y a lieu, y" par son expression déduite de (i), on arrive 
à un système d'équations du premier degré, qui permettent de calculer les 
coefficients de l'équation en a, y. 

a, p, Y sont donc des fondions algébriques dexà trois déterminations 
que nous avons appris à calculer. 

La transformation 

y — ûcy-h (3/4- y/' 

change Téqualion (i) en l'équation 

,«, d^y —d^Y —d}y —dy 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x, a, p, y et pour 
laquelle il existe un système fondamental vérifiant 

^= ^- = -^. 

fi /s 74 

Nous pouvons donc faire le changement de variables 

(7) 3^ = ^î» /i^^î^ï, 73 = ^1^1, 7^ = K' 

Les transformations des fonctions X qui correspondent aux transforma- 
tions que le groupe de rationalité effectue sur les y s'écrivent 

Aj^r-. c^i -t- d'ki. 

Les invariants de ce groupe 

Al A^ — A jAi A| A^ — A^ A| 

A| Aj — Aj A j A| Aj — Aj A j 

sont donc des fonctions invariables par les substitutions du groupe de ra- 
tionalité; elles s'expriment donc rationnellement en fonction de a;, a, p, y. 
Les fonctions X, et Xj vérifient donc l'équation du second ordre 

(8) r-hqxV-hÇtl — O, 

et les intégrales de l'équation (G) s'expriment en fonction des intégrales 
de (8) par les équations (7). Nous allons former l'équation (8). 
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L'équation aux cubes des intégrales de (8) est 
Elle doit être identique à Téquation (G), ce qui donne 

IJ intégrale générale de V équation (6) s'exprime par une forme cu- 
bique des intégrales \^ et Xa de l'équation (8). 

Il est facile d'exprimer en fonction de l'intégrale X les intégrales de 
Téquation (i). En effet,/ s'exprime en fonction dey par une formule de la 
forme 

En remplaçant/ par sa valeur X' et tenant compte de (8), on trouve que 

IJ intégrale d'une équation (i) appartenant à la septième catégorie 
s'exprime en fonction de V intégrale d' une équation du second ordre {^) 
par une équation de la forme 

A, B, C, D étant des fonctions algébriques à trois déterminations. 

Réciproquement^ l'expression y, où X désigne l'intégrale d'une équa- 
tion du second ordre y est l'intégrale d'une équation du quatrième ordre 
appartenant à la septième catégorie. 

Nous résumerons, dans l'énoncé suivant, quelques-uns des résultats con- 
tenus dans ce paragraphe : 

TfiÉORÈME. — Les équations différentielles linéaires à coefficients ra- 
tionnels du quatrième ordre se partagent en sept catégories qui com- 
prennent respecti^'ement : 

I. Les équations les plus générales et celles pour lesquelles A est une 
fonction algébrique; 

II, III, IV. Les équations pour lesquelles ou y^ ou p, ou w ont des dé- 
riçées logarithmiques algébriques. Ces équations sont réductibleSy et il 
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rxisle des équations linéaires du premier, ou du deuxièmey ou du troi- 
sième ordre dont toutes les intégrales vérifient l'équation primitii^e; 

V. Les équations pour lesquelles une forme quadratique à discrimi- 
nant non nul des intégrales a sa dérii^ée logarithmique rationnelle. 
L'intégration se ramène à celle de deux équations du second ordre à 
coefficients algébriques ; 

VI. Les équations dont le groupe de rationalité laisse invariable un 
complexe linéaire général. Uintégrale se ramène à celle d'une équa- 
tion non linéaire du troisième ordre; 

VII. Les équations dont le groupe de rationalité laisse invariable une 
cubique gauche. L'intégration se ramène à celle d'une équation du se- 
cond ordre. 



CHAPITRE IX. 

DÉTERMINATION DU GROUPE DE MÉROMORPHIE. 



I. Réduction du problème à une forme canonique. — Pour les équa- 
tions différenlielles linéaires à coefficients rationnels du deuxième, du troi- 
sième et du quatrième ordre, le groupe de mcromorphie relatif à un point 
singulier, ou tout au moins son sous-groupe continu maximum, appartient 
à Tune des catégories que nous avons définies dans les trois Chapitres pré- 
cédents. 

Il y a donc, suivant la nature des groupes de méromorphie : 

Deux types de points singuliers pour les équations du second ordre; 
quatre, pour celles du troisième ordre, et sept, pour celles du quatrième 
ordre. 

La condition nécessaire et suffisante pour que le point a appartienne à 
une catégorie déterminée est que l'invariant caractéristique de la caté- 
gorie soit méromorplie ou algébrique dans le domaine du point a, quand 
on y remplace les quantités y par un système fondamental d'intégrales de 
l'équation donnée. 

Il nous faut donc reconnaître si les équations résolvantes que nous avons 
formées aux Chapitres précédents ont des intégrales dont la dérivée loga- 
rithmique est méromorplie ou algébrique dans le domaine du poinl a. On 
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peut même, en considérant les équations linéaires qui admettent pour inté- 
{i^rales les produits d'un nombre déterminé d'intégrales de ces équations 
résolvantes, donner au problème qui consiste à déterminer à quelle caté- 
{iforie appartient le point a, la forme canonique suivante : 

Reconnaître si une équation linéaire donnée 

dont les coefficients sont rationnels {ou méromorphes)^ admet une inté- 
grale dont la dérivée logarithmique est méromorphe dans le domaine 
d'un point singulier a. 

Pour simplifier l'écriture, nous supposerons que le point singulier choisi 
est Torigine. Nous cherchons si l'équation (i) admet une intégrale donnée 
par une équation de la forme 

P' ( — ] désignant la dérivée d'un polynôme en - >. P ( - j • 
En intégrant l'équation (2), nous obtenons 

(3) 7=:e ^•'•>'j7«(A4-B^4-...). 

L'intégrale y est donc précisément développée sous la forme d'une série 
normale de M. Thomé, mais ici cette série doit être convergente et définir 
une intégrale normale de l'équation (i). 

Une autre façon d'énoncer notre problème fondamental est donc : 

Reconnaître si V équation (i) admets autour du point a, une intégrale 
normale, 

a. Essai de résolution. — Ce problème me paraît être de ceux dont on 
ne peut espérer obtenir la solution générale. On peut néanmoins l'étudier 
par les procédés suivants : 

I'* Ramener la résolution du problème proposé à celle d'autres pro~ 
blêmes d'un ordre égal de dijfficultés. 

C'est ainsi que M. Poincaré a démontré (Acta mathematica, t. VIII) 
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qu'une équation admet une intégrale normale (3) alors et seulement alors 
qu'une deuxième équation linéaire, qu'il apprend à former, possède une 
intégrale de la forme 

G(z) étant une fonction entière, transcendante ou non, de z, 

2*^ Chercher les conditions que doivent remplir les coej/icients de 
V équation (i) pour qu'elle admette une intégrale normale j et faire 
ensuite l'étude analytique de ces conditions en se plaçant au point de 
tme de la théorie des fonctions, 

M. H. von Koch a traité ce problème dans le cas particulier où l'inté- 
grale^ est régulière, c'est-à-dire 



a)=- 



Nous allons voir qu'il est bien facile de déduire des résultats qu'il a ob- 
tenus la solution du problème général. 

3® Trouver des cas particuliers ou le problème peut être complètement 
résolu. 

Le cas le plus remarquable et aussi le plus simple est celui qu'a étudié 
M. Fuchs, où l'équation (i) admet, autour du point a, n intégrales régu- 
lières. 

M. Poincaré {American Journal of MathematicSy t. VII, et Acta ma- 
thematicay t. VIII) a formé des équations linéaires possédant des intégrales 
normales. Gomme nous le verrons, les méthodes de M. H. von Koch per- 
mettraient de former une infinité de ces cas. 

Nous allons ramener le problème posé plus haut à ce problème trailé 
par M. H. von Koch {Acta mathematica, t. XVIII, et Comptes rendus, 
janvier 1893) : Recherche des intégrales régulières d'une équation li- 
néaire. 

Nous pouvons, en effet, calculer algébriquement les coefficients du po- 
lynôme P(-) en fonction des coefficients de l'équation (i). La transfor- 
mation 
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nous conduit à une équation à coefficients rationnels (ou méromorphes) 

dont il faut rechercher les intégrales régulières autour de Torigine. 
Les fonctions y,, . . ., q^^ méromorphes autour du point o, s'écrivent 

M. H. von Koch a fait connaître les résultats suivants : 

On peut former^ par des opérations arithmétiques j des fonctions 
transcendantes entières des coefficients A qui^ égalées à zéro y expriment 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que V équation (4) ait unr 
intégrale régulière à l'origine. 

Nous avons donc ici la réponse à la question posée plus haut (2°). 

En ce qui concerne les cas où l'on pourra résoudre elfectivement le 
problème que nous nous proposons, je ne puis que citer deux nouveaux 
énoncés de M. H. von Koch. 

On peut trouver des relations algébriques entre les coefficients de 
V équation (4) quiy égalées à zéro, donnent des conditions suffisantes, 
mais non nécessaires^ pour que cette équation admette des intégrales 
régulières à V origine. 

On peut enfin trouver des fonctions algébriques de ces coefficients qui 
permettent d' affirmer qu' il n y a pas à V origine d'intégrales régulières, 
dans le cas oit leur valeur est supérieure à un nombre donné t. 
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